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INTRODUCCION

Con base en el principio de aprender mateméticas mediante el razonamiento,
valorando y asimilando los conocimientos, en el presente libro éstos ultimos se
tratan de forma clara y sencilla, permitiendo al alumno comprender los
principios que la denominada era de la informacién exige.

El contenido del presente libro proporciona las bases necesarias del
algebra para un adecuado desarrollo académico y profesional, ya que el
algebra, y especificamente el método algebraico, esta presente en todas las
areas de las matematicas. Primero, se explica la teoria de conjuntos para una
mejor comprension del tema y de las siguientes unidades.

En la unidad dos, los numeros reales son descritos y construidos de
forma simple, sin perder el rigor necesario para los propdsitos formales de las
matematicas, sentando las bases para este curso y los posteriores.

La siguiente unidad sobre expresiones algebraicas se dedica a las
manipulaciones algebraicas, que son la base conceptual y material de las
siguientes unidades.

Los numeros complejos se definen y trabajan en la cuarta unidad; y en la
cinco, se describen las ecuaciones lineales, cuadraticas y sus soluciones reales
o complejas, finalizando con los sistemas de ecuaciones lineales.

Las raices de polinomios se detallan en la unidad seis; parte central de
esta unidad la constituye el teorema fundamental del algebra.

Finalmente, en la unidad siete se definen y trabajan los conceptos de las
desigualdades, sus propiedades y soluciones en lo individual, y como sistemas

de desigualdades.



OBJETIVO GENERAL DE APRENDIZAJE

El estudiante analizara y aplicara los conceptos basicos del algebra para
utilizarlos en la resolucibn de ecuaciones, inecuaciones, sistemas de
ecuaciones lineales y algebra de los polinomios. Asimismo, estos conceptos
permitiran al alumno iniciar en el estudio de la fisica y de las matematicas

aplicadas.



MAPA CONCEPTUAL

Algebra
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UNIDAD 1

CONJUNTOS

OBJETIVO
El estudiante identificara las bases de la teoria de conjuntos como fundamento

principal para una mejor comprension de las matematicas.

TEMARIO

1.1 NOCION DE CONJUNTO Y ELEMENTO

1.2 NOTACION, FORMAS DE DESCRIPCION, SUBCONJUNTOS E IGUALDAD DE CONJUNTOS
1.3 OPERACIONES CON CONJUNTOS

1.3.1 Unién

1.3.2 Interseccion

1.3.3 Diferencia y diferencia simétrica

1.3.4 Complemento

1.4 PRODUCTO CARTESIANO
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INTRODUCCION

En esta unidad se estudiaran los fundamentos de la teoria de conjuntos de una
forma activa, con el objetivo de comprender los conceptos relativos a la
definicion de conjuntos, notacién y representacion, y las operaciones basicas
entre ellos. La unidad concluye con el concepto de producto cartesiano.

El estudio de la teoria de conjuntos es tan importante que las

matematicas como lenguaje se pueden estructurar a partir de ella.
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1.1 NOCION DE CONJUNTO Y ELEMENTO
Un conjunto es cualquier coleccion de objetos del mismo tipo. A los objetos de
este conjunto se les denomina elementos del conjunto.

En estos términos, se puede hablar por ejemplo del conjunto de alumnos
de la materia de &lgebra, del conjunto de libros de la biblioteca o del conjunto de
usuarios de telefonia celular de cierta marca, por citar sdlo algunos. En el
primer caso, los elementos son los alumnos; en el segundo, los elementos son
los libros; y en el tercer caso, los elementos son los usuarios.

Se debe observar en cada uno de los ejemplos anteriores, que los
conjuntos estan bien definidos en el sentido de obedecer a una regla y
satisfacer una caracteristica o propiedad especifica. Por lo tanto, un conjunto es

cualquier coleccién de objetos perfectamente definidos.

1.2 NOTACION, FORMAS DE DESCRIPCION, SUBCONJUNTOS E IGUALDAD DE CONJUNTOS
Los conjuntos se denotan por letras mayusculas A, B, C,... y los elementos del
conjunto se denotan por letras minusculas a, b, c,... numeros 1, 2, 3,... 0
combinacion de ambos.

Los elementos de un conjunto se colocan entre llaves { } y separados por
comas, por ejemplo, los elementos del conjunto de los numeros naturales
impares menores de 6 son {1, 3, 5}. En este ejemplo, se ha descrito al conjunto
por extension, que es enumerando o listando toda la coleccion de objetos.

La descripcion de un conjunto también se puede hacer por comprension,
es decir, describiendo la propiedad que caracteriza al conjunto. En el ejemplo
descrito: los niUmeros naturales impares menores de 6. En este caso se utiliza
ademas, la notacion abstracta:

A= {x|P(x)}

que se lee como: “A es el conjunto de los elementos x tales que cumplen la

condicion P(x)”. El simbolo “|"se lee: “tal que”.

Asi, si se asigna por A al conjunto de los niumeros naturales impares

menores de 6, A se describe de la siguiente manera:
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A ={1,3,5}
A es el conjunto de los numeros naturales impares menores de 6.

A = {x|los numeros naturales menores de 6}

Para indicar la pertenencia de un elemento a en un conjunto 4 se utiliza
el simbolo €y la no pertenencia usa el simbolo g Con estos términos, algunos

ejemplos de conjuntos son los siguientes:

1) La coleccién de materias de la carrera de sistemas computacionales del
primer cuatrimestre.

2) Las letras de la palabra cuatrimestre = {c,u,a,t,r,im,e,s,t,r.e} =
{c,u,a,trim,s,e }.

3) A={1,2,3,4,5,a,b,¢c,x,y,z}.

4) N= el conjunto de los numeros naturales ={1, 2, 3, 4, 5, ...}.

5) Z = el conjunto de los numeros enteros ={... -5, -4, -3, -2,-1,0, 1, 2, 3, 4,
5, ...}

6) @ = el conjunto de los niUmeros racionales = {g |a,b €Z, b #0}.

7) R = el conjunto de los nimeros reales.

8) La coleccién de los numeros naturales e impares ={2, 4, 6, 8, 10, 12, ... }
={x|x € N;x es par}.

9) El conjunto de los digitos del sistema de numeracién binario = {0, 1}.

10)EI conjunto de unidades del e-book de algebra={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Al considerar Ay B un par de conjuntos cualquiera. Se dice que A4 esta
contenido en Bo que A es un subconjunto de Bo que 4 es una parte de B, y se
denota AcB, si todo elemento de 4 lo es también de B.

Dos conjuntos 4y B son iguales, denotado A = B si tienen los mismos
elementos, es decir, se cumple simultAineamente que AcBy B_A.

Todo conjunto 4 es subconjunto de si mismo: AcA.
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Se tienen un par de conjuntos de notacidn especial: el conjunto vacio ¢ y
el conjunto universo U. El primero no contiene elementos y el segundo contiene

a todos los elementos de la situacion en estudio, es decir, cuando se trabaja
con varios conjuntos suponemos que todos son subconjuntos de este conjunto
universo.

De esta manera, el conjunto vacio ¢ es subconjunto de todos los
conjuntos: ¢ cA,¢p cU,p .

Todos los conjuntos son subconjuntos del conjunto

universo: A cUg cUU CU.

Si A es un conjunto, entonces el conjunto de todos los subconjuntos de A se

denomina conjunto potencia de Ay se denota por p(A).

1.3 OPERACIONES CON CONJUNTOS
Con el trabajo previo, a continuacién se indican las siguientes definiciones de
operacion entre conjuntos. Para esto, consideremos a los conjuntos A y B

dentro de un conjunto U. Ademas, se usaran los diagramas de Venn que son la

representacion grafica que muestra la relacion entre los elementos y los propios
conjuntos. Para esto, cada conjunto se representa por medio de un circulo
inscrito en un rectangulo que representa su conjunto universal. Asi, todas las
operaciones entre conjuntos se pueden representar graficamente con el fin de

obtener una idea mas intuitiva.

1.3.1 Unién
La unién de los conjuntos Ay B denotado A U Bes el conjunto de los elementos
gue contiene a todos los elementos de A y a todos los elementos de B. La

notacion descriptiva de esta operacion es:

AU B={x|xE AoxE B}

13



Es conveniente sefalar que la palabra “0” significa que x est4 en alguno

de los dos conjuntos. La representacion grafica mediante diagramas de Venn

de la operacion AU B, se muestra en la siguiente figura:

Universo

B

1.3.2 Interseccion
La interseccion de los conjuntos Ay B denotado 4 N Bes el conjunto de los
elementos comunes que contienen tanto 4 como B. La notacion descriptiva de

esta operacion es:

ANB={x|x€Ay xEB}

En este caso, la letra “y” significa que = esta en ambos conjuntos. La

representacion grafica mediante diagramas de Venn de la operaciéon 4 N Bse

muestra en la siguiente figura:

Universo

Ejemplo: SiA= {1,234}yB={2345}yC= {15}, determinar: AU
BAUC,ANB,ANCyBNC.
Solucion:
AUB={x|x€A0xeB}={1,2345}

AUC= {x|xeAoxeC}={12345}

14



ANB= {x|xeAyxeB}={234}
ANC={x|xeAyxeC}={1}

BNC={x|xeByxeC}={5}

1.3.3 Diferencia y diferencia simétrica
La diferencia entre los conjuntos Ay B denotado A4 - B es el conjunto de los

elementos de 4 pero que no se encuentran en B

A-B={x|x€Av x & B}

La representacion grafica mediante diagramas de Venn de la operacion 4 - B se

muestra en la siguiente figura:

Universo

La diferencia simétrica entre los conjuntos Ay B denotado A & B es el
conjunto de los elementos de A4 pero que no se encuentran en B. La expresion

gue lo describe, y su diagrama de Venn es:

A®B= (A- B)U (B-4)

15



- Universo

B

1.3.4 Complemento
El complemento de un conjunto A4 se denota por 4’0 por Ay es el conjunto que
contiene al conjunto universo y que no contiene ningun elemento de A4, es decir,

contiene todos los elementos que no pertenecen, a & A.

A=A={x|xeUvy x ¢ A}

La representacion grafica mediante diagramas de Venn de la operacion A< se

muestra en la siguiente figura:

Ejemplo: SiA={1,2,3,4}y B={2,3,4,5 } determinar A4-B, B-A, A BA®B,

Ac y Br siendo U el conjunto de los nimeros naturales.

Solucion:
AB={x|xcAyx&€B}={1}

BA={x|xeEByx& A} ={5}

A®B=(A- B)U (B-A)={1}U{5}={1,5}
B®A= (B— A)U (A-B)={5}u{1}={5,1}

16



A={x|xeUvx&A}={5,6,7,8,9, ...}

Br={x|xeUyx2B}={1,6,7,8,9, ...}

1.4 PRODUCTO CARTESIANO
Si se considera a Ay B dos conjuntos cualquiera, el conjunto cartesiano de Ay
B denotado como 4 x Bes el conjunto formado por todas las parejas ordenadas

(a,b) talesque a €Ay b €B.

AxB={(a,b)|a € A;b € B}

A cada una de las parejas anteriores se le denomina par ordenado.
Por ejemplo, si se considera al conjunto D como el conjunto de todas las

caras de un dado y M las caras de una moneda, entonces D = {1,2,3,4,5,6 }

YM = {cara, cruz }. El producto cruz D x M esta formado por las duplas:

{ (1,cara), (1, cruz),(2, cara), (2, cruz), (3, cara),

(3.cruz), (4, cara),(4, cruz), (5,cara), (5, cruz), (6,cara), (6, cruz) }

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Dados A y B conjuntos de un conjunto universal U, entonces las operaciones de
unién e interseccion definidas en esta unidad cumplen la siguiente matriz de

propiedades:

Nombre de la propiedad

Operacién de union

Operacidn de interseccion

Idempotencia AUA=A ANnA=A

Conmutativa AUB=BUA ANnB=BnA

Asociativa AuBuUC)=(AuB)ucC AnBNC)=(AnB)nC
Absorcion AUANB)=A An(AUuB)=A

Distributiva AUBNC)=(AUB)N(AUC) | AnN(BUC)=(ANB)U(ANC)




Complementariedad AUA=U AnA=¢

Realiza la demostracion de estas propiedades a partir de la definicion de las
operaciones de unién e interseccion, y efectia la visualizacion del resultado

mediante diagramas de Venn.

18



AUTOEVALUACION

1. Enumera los elementos de los siguientes conjuntos:
a. A ={x|x es una vocal de la palabra "palabra"}
b. A ={x|x es una cara de una moneda}

c. A={x|x € Z negatives,—10 < x < 10}

2. Considera los siguientes conjuntos:

U={x|xENy x=< 100}
A={x|xENyxesparyx < 10}

B=1{1,2,4,56,7}
Desarrollando las operaciones indicadas, verifica las siguientes

propiedades:

Propiedad Unidn Interseccion
Elemento nulo AU =4 ANg=¢
Elemento universal AUU=U ANU=A
Leyes de Morgan (AU B)'=A'N B’ (AN B)’'=A’UB’

3. En un sistema de coordenadas cartesianas x-y, la circunferencia con
centro en el punto (0,0) y radio 2 consta de todos los puntos (x, ¥) que
satisfacen la ecuacion: x*+y* =4, Describe la circunferencia en

términos de conjuntos:
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a. {a}.

RESPUESTAS

b. {aguila,sol}.

c. {-9,-8,—-7,—6,—5,—4,—3,-2,—1}.

2.

Se debe observar que el conjunto 4 por extension es:

A={x|xENyxesparyx <10} = A={2,4,6,8}, por lo tanto:

Propiedad

Unidn

Interseccion

Elemento nulo

AUd =4

{2,468 U¢=4

ANG =0
{2,468 N¢=¢

Elemento universal

AUU=U
{2,468 UU=U

ANU=4
{24,681 N U=A4

Leyes de Morgan

(AUB)'=A'NB’

AU B={1,2,4,56,7,8}
(AU B)'={3,9,10,11,...} y
por otro lado:

A’N B’ 1,3,5,7,9,10,...}
N{3,8,9,10,...}={
3,9,10,11,...}

(AN B)'=A’UB’

AN B={
2,4,6,8}N{1,2,4,5,6,7
}={2,4,6 } entonces

AN B)'={1,3,5,7,8,9,...}
Por otro lado:
A’UB’={1,3,5,7,9,10,...}
u{3,8,9,10,...}=
{1,3,5,7,8,9,...}

3. {(x,¥) ER|x*+y* =4

20



UNIDAD 2

NUMEROS REALES

OBJETIVO

El estudiante identificara a los nimeros reales como uno de los conjuntos mas

importantes, para ello se iniciard con un enfoque intuitivo, continuando con una

visibn axiomatica hasta llegar a una interpretacion geométrica de este conjunto

como elementos de una recta numérica.

TEMARIO

2.1 CONCEPTOS GENERALES

2.2 CONCEPTO DE NUMERO NATURAL

2.2.1 Definicion de nimeros primos

2.2.2 Método de induccién matematica

2.3NUMEROS ENTEROS

2.3.1 Definicion a partir de los nUmeros naturales
2.3.2 Operaciones fundamentales y sus propiedades
2.4NUMEROS RACIONALES

2.4.1 Algoritmo de division

2.4.2 Operaciones fundamentales y sus propiedades
2.5NUMEROS REALES

2.5.1 Numeros irracionales

2.5.2 Operaciones fundamentales y sus propiedades

2.5.3 Recta numérica
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INTRODUCCION

En esta unidad se estudiaran los numeros reales, describiendo un caracter

evolutivo y axiomético. En el primer caso, se expondran en el siguiente orden:

nameros naturales, enteros, racionales e irracionales, culminando con los
nameros reales. En el segundo caso, se presentan a los numeros reales con
sus operaciones algebraicas y sus propiedades, con un enfoque formal y

asequible.
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2.1 CONCEPTOS GENERALES
El primer encuentro con los numeros surge de la necesidad de cuantificar
mediante los nimeros naturales, que son un conjunto infinito, formado por los
simbolos: {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, ...}. En esta cuantificacion, para
disminuir se agregan los numeros enteros: {... -4, -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4,...}. Este
conjunto de simbolos se obtiene a partir de los numeros naturales afiadiendo
los opuestos para la operacion suma.

En esta evolucioén, el siguiente paso es particionar, de este modo surgen
los numeros racionales. Los niUmeros racionales se obtienen a partir de los

enteros afiadiendo los inversos multiplicativos. En notacién de conjuntos, los

racionales se definen como sigue: {E la,b e Z,b+ D}.

Los numeros que no admiten una representacion como racionales, es
decir, que no se pueden expresar como cociente de dos numeros enteros se

denominan nameros irracionales, por ejemplo el nimero .

Por ultimo, la unién de los nimeros racionales con los irracionales define

al conjunto de los nimeros reales.

2.2 CONCEPTO DE NUMERO NATURAL

Los numeros naturales se presentan en todas las actividades del ser humano, y
se definen como cualquiera de los nUmeros que permiten contar los elementos
de un conjunto. Como se indico, este conjunto esta formado por los simbolos:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, ...} y se denota por la letra N.

2.2.1 Definicion de nimeros primos

Un namero natural es primo si es mayor que 1y solo es divisible por si mismo y
por la unidad. En otras palabras, un nimero primo no puede ser construido del
producto de dos numeros distintos de él y de la unidad; y al contrario, los

nameros compuestos son aquellos que no son primos, es decir, tienen por lo
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menos un divisor distinto de 1 y de si mismo. Por convenio, el nimero 1 no es
primo ni compuesto.

Por ejemplo, los numeros: 5, 7, 11 y 13 son primos, ya que sélo son
divisibles por ellos mismos y por 1. Los numeros 14 y 27 no son primos pues:
14=2x7x1y 27=3x3x3x1.

2.2.2 Método de induccion matematica

En cualquier area del conocimiento, un proceso de induccion da por resultado
una conclusién a partir del estudio de casos particulares. En matematicas, este
proceso recibe el nombre de induccion matemética, y consiste en la
demostracion de resultados generales que dependen de los nimeros naturales.

Previo al planteamiento del método de induccidén que sustenta al propio
método, se debe sefialar que para el conjunto de los nUmeros naturales esta el
principio de buena ordenacion, el cual establece que todo conjunto no vacio de
nameros naturales posee un elemento minimo.

Con los elementos anteriores, el principio de induccion matematica
establece que: Si un conjunto S de numeros naturales contiene a 1, y por cada
elemento n del conjunto S también n+1 pertenece a S, entonces el conjunto
S=N.

Se propone el siguiente ejemplo como muestra del proceso de aplicacién
del método de induccion matematica:

Demostrar la validez de la férmula que determina la suma de los n
primeros naturales:

1+2+3+4+..+n=n(n+1)2
Se propone la demostracion en los siguientes tres pasos (método de

induccion):

1. La férmula se satisface para n=1.

1=1(1+ )2
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2. Se supone (hipétesis de induccion) que la igualdad se satisface para

cierto valor natural, por ejemplo k:

1+2+3+4+. . +k=k (k+ 1)/2

3. Dado este valor de k, se debe probar que la féormula es valida para el
siguiente valor: k+1. Tomar la hipotesis de induccién y sumar k+1 a
ambos miembros de la ecuacion:

1+2+3+...+k = k(k+1)/2
(k+1) = (k+1)

1+2+3+4+. . +k+k+1=k(k+1)/2 + (k+1)
= (k+1)(k/2+1)
= (k+1)(k+2)/2

Con lo anterior, se ha demostrado que para todo n nimero natural, la
proposicién siguiente es verdadera:
1+2+3+4+..+n=n(n+1)2

2.3 NUMEROS ENTEROS
El conjunto de los nimeros enteros amplia el conjunto de los niumeros
naturales. En ese conjunto hay dos operaciones definidas: suma (+) y producto

(.), asi como una relacion de orden.

2.3.1 Definicion a partir de los numeros naturales

Con respecto a los numeros naturales, los nimeros enteros son una ampliacion
de este conjunto, agregando los numeros que son el resultado de restar a un
namero natural otro mayor. Asi, los nimeros enteros que se denotan por Z, se
definen como el conjunto formado por los nimeros: {...-4,-3,-2,-1, 0,1, 2, 3, 4,...}.

Algunos numeros enteros son: 123, -456, 7, -8 y 10.
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2.3.2 Operaciones fundamentales y sus propiedades

En Z se tienen dos operaciones: 1) +: ZxZ —- 2y 2).:ZXZ — Z, que se
denominan suma (o adicién) y producto (o multiplicacién)!, respectivamente.
Estas operaciones son cerradas, es decir, el resultado de cualquiera de ellas
vuelve a ser un niumero entero. Ademas, +y . cumplen las siguientes

propiedades:

1) Conmutatividad:a+b=b+ayab=Dba, paracadaa,b€ Z.

2) Asociatividad: a+(b+c) = (a+b)+c y a(bc) = (ab)c, para cadaa, b c € Z.

3) Existencia de elemento neutro: Existen los elementos 0 y 1 tales que
a+t0O=ayal=a,paracadaac€ Z.

4) Existencia de inversos aditivos: Para cada a € Z existe un Unico -a € Z
tal que a + (-a) = 0.

5) Ley de cancelacion: Para cada a, b, c € Z, con a # 0, si ab = ac entonces
b=c.

En los nimeros enteros se establece la relacion de orden: "menor que

(<)"y "mayor que (>)", de tal forma que para a v b dos enteros cualquiera, a es
menor que b 0 mayor que si existe un numero natural ,talquea+c=h,y

se denota por: "a <= b”" 0 "b = a’.

2.4 NUMEROS RACIONALES
El concepto de divisibilidad se establece a partir de los nUmeros enteros, y es
béasico en la definiciéon de los nimeros racionales. Dados dos nimeros enteros

ayb(con distinto de 0), se dice que divide a , lo que se denota por a|b, Si
existe un numero en los enteros, tal que b = ac. También se dice que es un

factor o divisor de ,yque es un mdltiplo de

! Para la operacion producto o multiplicacion denotada por “.” en la practica suele omitirse el “punto”, por ejemplo es
equivalente la notacién a . b = ¢ con ab =c e incluso se usara la notacion mediante paréntesis (a)(b)=c.
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Con la definicién anterior, y como ya se ha descrito, los nimeros
racionales son aquellos que resultan de un cociente entre dos numeros enteros;

de manera intuitiva, provienen de la necesidad de cuantificar una parte de un

todo; la letra Q denota a este conjunto: Q = {E la,beZb # D}. Algunos ejemplos

de nameros racionales son: 7%y %a.

2.4.1 Algoritmo de divisiéon

Al considerar a, b nimeros enteros con b = 0. Existen nimeros enteros q y

tales que se puede expresar como sigue:

a=bgq+rcon0=<r< |b|

En la expresion anterior se denomina dividendo, es divisor, se

denomina cociente, se llama residuo y |b| es el valor absoluto del nimero ,y

es el nimero natural que sigue al signo, y se indica colocando al nimero entero
entre barras.

Por ejemplo, sia= 21 yb = 2, ambos son enteros positivos, el objetivo

es determinar el nimero de veces gue el dividendo cabe en el divisor, es decir;
hallar el cociente y el residuo:
21=2q+r

21=2(10)+1
Ademas, satisfaciendo las desigualdades 0 < r < |b| yaque: 0 = 1 < |2|

que es condicion del algoritmo.

Una division es exacta cuando el residuo es cero, cumpliendo la
definicion de divisibilidad previamente establecida.

El trabajo desarrollado conduce al resultado del teorema fundamental de
la aritmética, que establece: “Cualquier nUmero natural n >1 es primo, o bien, se
descompone como un producto de factores primos con una descomposicion

unica, salvo por el orden de los factores primos”.
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2.4.2 Operaciones fundamentales y sus propiedades

Las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division en los nUmeros
racionales son cerradas, es decir, el resultado de una operacion con cualquier
par de niumeros racionales dara como resultado un racional. El siguiente

teorema determina la manera en la que se deben operar los nUmeros

racionales. Sean , , y numeros racionales con #0, #0.Entonces:
a o ac
L (3)() =2
ad a
3. £ =7siysolosiad=bc

4 (5)+(3) =5

Las siguientes expresiones son consecuencia inmediata del teorema:

5. (5)/() =5
6. (1)-() =%

(-2

ciempios: () 2) =2

2.5 NUMEROS REALES

El conjunto de los nimeros reales resulta de la union del conjunto de los
nameros racionales con el conjunto de los nimeros irracionales. Pero, ¢,cual es
el conjunto de los nimeros irracionales? Para responder esta interrogante, se
analizaran las siguientes situaciones, asi como la necesidad de los numeros

irracionales.

2.5.1 Numeros irracionales
¢, Cual es la relacion entre la longitud de una circunferencia cualquiera con su
diametro?, ¢ cuanto mide la diagonal de un cuadrado de lado unitario?

Para resolver este tipo de problemas que no admiten una representacion
del nimero racional con numeros de decimales finitos o periddicos, es
necesario ampliar el concepto de niumero a otro conjunto denominado: nimeros
irracionales.
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Entonces, para la relaciéon entre la longitud de una circunferencia y su

diametro se tiene al numero irracional denominado “pi”, que se denota por “=”

tiene un valor aproximado de:

longitud de circunferencia

= : = 3.14162255515515145620
diametrao

En el segundo planteamiento, y aplicando el teorema de Pitagoras, un

valor de la diagonal de un cuadrado unitario esta dado por: /2 para el cual se

tiene la siguiente aproximacion:

c=+a?+b2 =412 +12 =2 = 1.4142135623730950488

Con el desarrollo anterior, se concluye que el conjunto de los nimeros

reales es la unién de los racionales con los irracionales.

2.5.2 Operaciones fundamentales y sus propiedades

y

Con el enfoque axiomatico, se establece que el sistema de los niUmeros reales

es un conjunto que se denota por R, que contiene mas de un elemento y tiene

dos operaciones basicas: adicién (denotada por +) y multiplicacién (denotada

por .), que cumplen los siguientes axiomas:

1) Conmutativo: a+b =b +ayab =ba, paratodo a, b €ER.

2) Asociativo: a+(b+c) = (a+b) + c y a(bc) = (ab)c, paratodo a, b, c €R.

3) Distributivo: a (b+c) = (ab) + (ac) y (b + ¢) a = (ba) + (ca), para todo a,
c ER.

4) Existencia de elemento neutro: Existen los elementos 0 y 1, tales que
a+0=ayal=a,paracadaac€R.

5) Existencia de inversos:

Aditivos, para cada a €R existe un Unico -a €R tal que a + (-a) = 0.

b,
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Multiplicativos, para cada a €R distinto de cero, existe un Unico elemento

. . T . 1 -
denominado el inverso multiplicativo denotado por = 0 a*en R tal que a
a

(@h = 1.

Finalmente, se enuncian algunas de las propiedades de los nUmeros

reales:

e Ley de cancelacion del producto: Para todo a, b, c € R, con a # 0, si
ab = ac, entonces b = c.

e Ley de cancelacion de la suma: Paratodoa,b,c€ER,sia+b=a +c,
entonces b = c.

¢ Relacion de orden: En el conjunto de los nimeros reales hay una
relacion de orden que extiende la relacion de orden de los nimeros
naturales, enteros, racionales e irracionales.

e Valor absoluto: El valor absoluto de un nimero real a, es el nimero
real no negativo, y como se ha descrito su notacion es: |a].

e Distancia entre dos reales: La distancia entre a y b nimeros reales,
es el numero real no negativo dado por el valor absoluto de su
diferencia: |a—b|.

e Desigualdad triangular: Si a y b son dos nimeros reales cualquiera,
se cumple la desigualdad |a + b| < [a| + |b| denominada desigualdad
triangular.

e Sustraccion: Si a y b son numeros reales, entonces “a menos b”a — b
= a +(-b).

e Division: Si a y b son numeros reales con b #0, entonces “a entre b”
a/b = ab™,

e Ley de los signos: La multiplicacion y la division de dos numeros
reales distintos de cero es un numero positivo si ambos tienen el

mismo signo, y es un numero negativo si tienen diferente signo.
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2.5.3 Recta numérica

Una representacion gréafica de los numeros reales denominada recta real,
corresponde a aquella que describe puntos de una linea recta y que permite
visualizar principalmente, la relacién de orden de estos numeros. La siguiente

figura ilustra esta recta real con algunos numeros:

Nimeros racionales
N\

-'l‘_l' -\[f .\-._\ \"T -T- Namerosirracionales

-3 -2 -1 1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Nimeros naturales

Mimeros enteros negativos Niimeros enteros positivos

Nimeros enteros

Recta real con algunos nameros.

Los diagramas en la notacion de conjuntos son una visién adicional del

conjunto de los niumeros reales:

Reales
R

Racionales
Q

Enteros
Z

Naturales

N

Numeros reales, contencién como conjuntos.

Con base en la teoria desarrollada y analizando las gréficas anteriores,
se concluye que todo nimero natural es subconjunto propio de los nimeros

enteros, que todo nimero entero es un subconjunto propio de los niumeros



racionales, y que todo namero racional es subconjunto propio de los nimeros
reales.

Ademas, y como ya se ha indicado, el conjunto de los nimeros reales es
la union de los racionales con los irracionales, y la interseccion del conjunto de
los niumeros racionales con el conjunto de los numeros irracionales es igual al
conjunto nulo.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE
1. A partir de las figuras anteriores y de las conclusiones, indica si las

siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas:

1) NcZ,

2) ZcN,

3) Zc0.

4) QcZ,

5) Nc@

6) QcN,

7) NcR,

8) ZcR,

9) QcR
10)ICR,
1)R=NUZUQUI
12)R=QUI

2. Realiza un escrito sustentando tus respuestas; los casos de afirmaciones
verdaderas se deberan soportar por la teoria desarrollada, y en los casos
con afirmaciones falsas debes indicar un contra ejemplo que justifique tu
respuesta.

3. Con una visidn evolutiva, investiga si con los numeros reales se
satisfacen las necesidades humanas o existe algun otro sistema de
nameros por conocer, si es asi, indica cual o cudles son, y en una
cuartilla detalla sus axiomas y sus propiedades basicas.
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AUTOEVALUACION

En los siguientes enunciados, justifica la igualdad con alguno de los axiomas,

considera a, b, ¢, d como nimeros reales:

1. at+(b+c)+d=(a+b)+c+d=a+b+(c+d)
2. (0)(1)=0

3. aba ' =b,a = 0.

o () (@)=avo

. . +
5. Indica un contra ejemplo donde demuestres que: E # E.
C



RESPUESTAS

. Asociativo.

T3+l

. Elemento idéntico de la multiplicacion.

. Inverso multiplicativo.

c ad+bc
) = ) en el teorema

. Consecuencia de la operaciéon 4 (suma: (E) + (E o

de los numeros racionales.

2+1

&

=+

wl | B3
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UNIDAD 3

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

OBJETIVO
El estudiante desarrollara destrezas y habilidades en el uso de las expresiones
algebraicas para comprenderlas y aplicarlas en su entorno matematico y

profesional.

TEMARIO

3.1 CONCEPTOS BASICOS: EXPONENTES ENTEROS Y EXPONENTE CERO

3.2SUMA Y PRODUCTO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS

3.3PRODUCTOS NOTABLES ESPECIALES

3.4FACTORIZACION

3.5SUMA Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

3.6 MULTIPLICACION Y DIVISION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS: SIMPLIFICACION,
FRACCIONES PARCIALES Y DIVISION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS, DIVISION
SINTETICA

3.7 EXPONENTES FRACCIONARIOS: RADICALES

3.8 TEOREMA DEL BINOMIO
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MAPA CONCEPTUAL

@ 3
Expresiones
algebraicas
" Conceptos basicos \'
Exponentes enteros | ! " Suma y resta de
Exponentes cero | _ fracciones algebraicas |

=

Suma y producto de ‘ A " Diversas operaciones de

| expresiones algebraicas | _ expresiones algebraicas.

Multiplicacién y divisién

Productos notables — .
- o Simplificacion

_Fracciones parciales

Factorizacién |-
b Divisién de fracciones
_algebraicas

. Divisidn sintética

\—{ Exponentes fraccionarios

. Radicales

- | Binomio de Newton |

J




INTRODUCCION

En esta unidad se estudiaran los conceptos basicos y la operativa de las
expresiones algebraicas con las operaciones de suma, resta, multiplicacion,
divisibn, exponentes y radicales. Ademas, se describirAn los productos
notables, la factorizacion, las fracciones parciales y la division sintética, las
cuales son herramientas de utilidad en la determinacion de raices de
polinomios.

Al final de la unidad se detalla el teorema del binomio de aplicacién en
diversas areas de la matematica aplicada.

Es esta unidad, todas las operaciones y simbolos utilizados

corresponden al sistema de los niUmeros reales.
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3. 1 CONCEPTOS BASICOS: EXPONENTES ENTEROS Y EXPONENTE CERO
De manera cotidiana se utiliza la siguiente formula para calcular el area de

circulo:

(o]

En esta formula, = representa al nimero irracional que se indicé en la
unidad 2; = al radio de la circunferencia y 4 al area del circulo; ¢ésta es una
expresion algebraica?, ¢qué denota *?

Una expresion algebraica en una combinacion cualquiera de constantes,
variables y signos interrelacionados mediante una cantidad finita de
operaciones del tipo: adicidn, sustraccion, multiplicacién, division, potenciacion
y radicacion, permitiendo traducir situaciones expresadas en lenguaje habitual
al lenguaje matematico. Por lo anterior, la formula para el célculo del area de un

circulo es una expresion algebraica, en la que ademas m, por tratarse de un
namero, se denomina coeficiente, » es la variable que puede tomar cualquier
valor, y el resultado de las operaciones indicadas es asignada a una literal A.
Por otro lado, »* denota el producto del valor del radio por si mismo. En
general, dada la operacion de producto y un nimero x cualquiera en los reales,
es posible realizar la siguiente operacion: x x, que se reescribe por x2, es decir,
es el resultado de multiplicar el nimero real x por si mismo. En general, si n es

cualquier numero entero y positivo, la expresion:

"I xrxx..x
representa el producto de xn veces y se representa por x™. A la literal x se le
denomina base; al valor n se le llama exponente; y x™ se lee: “x elevado a la n
potencia” y se denomina notacion exponencial. Los exponentes obedecen a las

siguientes reglas:
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i Py ™ = xrz+m

i (xn:]mzxnm

iii. (xy)" = x"y"
i

:{.i"l"l.

=x""M sixx0
T (i 8
V. (;—f] =S.siy #0

T
En particular, sin =my x # 0, entonces — = x™ ™ = x% = 1,
X
A continuacién, algunos ejemplos:

_ 42-5 _ 4-3 _ 1
=4 =4 ==

-h-l-l'-‘-
[0

2324 = 2244 = 26 (3.4)2 = 3242

Ejemplo: Desarrollar mediante las reglas anteriores la expresion algebraica:

—av,l - 2+ 1 - 3. 2n o -2 —1 _ 3
(Ox*y)Gx ¥ = (0 PE TN Ty =3y =

3.2 SUMA Y PRODUCTO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS

El ejemplo anterior: (9:4}=_3j(§x_6}=2j, desarrollado mediante la regla de los

exponentes, muestra el siguiente paso en el estudio de las expresiones
algebraicas, que es la realizacion de sumas y productos de estas expresiones.
Para ello, es necesario definir ciertos términos como monomio, coeficiente,
literal o variable, monomios semejantes.

Se consideraran las  siguientes  expresiones algebraicas:

2x+ 3, 4x* — 2y + 3z + 1, para ejemplificar los términos por definir.

Monomio se refiere a cada una de las expresiones separadas por un

operador de suma o resta, su expresion general es: ax™ y se integra de una
parte numérica denominada coeficiente a, y otra parte formada por las literales
con sus exponentes x", tal que n es una potencia entera y no negativa.

Monomios semejantes son aquellos que tienen la misma literal. En las

expresiones anteriores son monomios: 2x, 3, 4x2, 2y, 3z, 1.
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El grado de un monomio no nulo es el exponente de la variable, por

ejemplo: 2x, 2y, 3z son variables de exponente uno, y el grado de la expresion
2x™y™z es la suma de los exponentes: n + m + 1.

Binomio es la suma de dos monomios, se denomina binomio y polinomio

a cualquier suma de monomios. Por ejemplo, la expresion 2x + 3 es un binomio
y 4x%— 2y + 3z + 1 es un polinomio.
-z 1 — . . . .
La expresion: = + 2x —+/3x ¢es un polinomio? No es un polinomio, ya
X

gue no puede escribirse como suma de monomios por contener potencias no
enteras y negativas en algunos de sus términos.

En la unidad 6 se estudiara con mayor detalle a los polinomios en una
variable, asi como diversos teoremas, esta unidad se ocupa de las operaciones
de suma y producto de polinomios en una o mas variables, ademas de adquirir
habilidad en su manejo.

La suma de monomios es otro monomio que se expresa como resultado
de agrupar con su signo, los términos semejantes sumando algebraicamente

los coeficientes. Ejemplo: 4x% — 2x + x* +x = 5x% — x.

El producto de monomios es otro monomio que tiene por coeficiente el
producto de los coeficientes de los monomios, y su parte literal es el producto
de las partes literales de los monomios, sumando los exponentes de las letras

que en ellos aparezcan. Ejemplo: (4x%y)(2x3y®) = 8x°y°.

En las operaciones de polinomios se aplican todas las propiedades,
reglas y teoremas de los nimeros reales que se estudiaron en la unidad 2.

Ejemplos: (4x? + v)(2x® —y) = 8x° — 4x3y + 2yx® — y* = 8x° — 2x3y — 7,

(4x*y) _ dxxxxyyy

- = 2xv
(2x3y%) 2xxxyy -
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3.3PRODUCTOS NOTABLES ESPECIALES
Se denominan productos notables a ciertos resultados que ocurren dentro del

algebra. Se enuncian bajo el siguiente teorema:

i (x+V)x—y) =xt—y?

i. (ax+b)(cx+d) = acx®+ (ad + bc)x + bd
jii. (x+¥)* =x7+2xy+y°

v. (x—y)* = x* —2xy + y°

v. (x+3)°=x%+3x%y +3xy* +y°

vi. (x—3)% =x% —3x%y +3xy* — y°
vii. (x + ) (xF —xy +y7) =23 +y0

viii.(x —¥)(x* +xy + ) = 23—y 8

Se debe verificar el desarrollo de cada uno de los incisos, ahora se

desarrollara la expresion (x — ¥)* como ejemplo:
(x—3)P=(x—y)x-y) = (*—2xy+y)(x—y)

3

=x? — x?y— 2x%y+ 2xy? + yix—yI=x% — 3xliy + 3xv® -7

3.4FACTORIZACION

Al considerar el producto notable: (x + v)(x —y) = x*—y*, un caso particular de
éste es: (x + 1)(x — 1) = x* — 1. { Qué pasa si se observa el proceso en sentido
inverso?, es decir, ¢qué significa x* — 1 = (x + 1)(x — 1)?

En general, si un polinomio estd escrito como el producto de otros
polinomios, a cada uno de éstos se le denomina factor, y al proceso de
encontrar todos los factores se le llama factorizacién. La expresion algebraica

anterior: x* — 1 = (x + 1)(x — 1) muestra un ejemplo de factorizacion para el

polinomio x? — 1 con los factores: (x + 1)y (x — 1).
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3.5SUMA Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

Los numeros racionales se determinan como el cociente de dos nuameros
enteros con el denominador distinto de cero. La extension de este concepto a
las expresiones algebraicas define una expresion algebraica racional entera

como el cociente de dos polinomios. A este tipo de expresiones también se le

x*—1 x*—-1 x*—x-5

denomina fracciones algebraicas, algunos ejemplos son: I

D x—-1" x-3

Las reglas, propiedades y teoremas de los numeros reales que se
estudiaron en la unidad 2, se extienden a las expresiones algebraicas
racionales, debido a que estas Ultimas representan numeros reales. Por lo
anterior, las férmulas desarrolladas para las operaciones de suma y resta de los

nameros racionales se extienden a las expresiones algebraicas racionales.

x"+2

2x

1

Ejemplo de suma: (5) + (;) =

Ejemplo de resta: (xx;l} — (ij _ 3x-1)-x"

3 3x

3.6 MULTIPLICACION Y DIVISION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS: SIMPLIFICACION,
FRACCIONES PARCIALES Y DIVISION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS, DIVISION
SINTETICA

Como se efectud en la seccién anterior retomando las reglas, propiedades y

teoremas de los numeros reales para la multiplicacion y division, se presentan

los siguientes ejemplos.
x

Ejemplo de multiplicacién: [f) G) =x=1

2x x

Ejemplo de division: (Ix;lj + [f} = 3=

3 x*

. . ape ., —6 . . .,
Ejemplo de simplificacion: , es decir, realizar la operacion de

factorizacidén y cancelar términos semejantes.

xP—x—6 (x—3)(x+2)
x—3 x—3 =(+2)
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Por otro lado, al considerar el siguiente ejemplo de suma de fracciones

racionales:

(4) ( 3 )_4(x+2]+3x_4x+8+3x_ 7x+8

x x+ 2 x(x+2) x(x+ 2) _x(x+2]

De este ejemplo, al analizar el proceso inverso, es decir, a partir de la

Tx+8 . . .
provel mediante operaciones algebraicas se debe llegar a

expresion racional:

7 . 2 3 . . ..
los términos: (—) + {T) gue son las fracciones racionales originales.
oL I o s

La base tedrica establece que toda expresion algebraica racional se
puede descomponer como suma de expresiones racionales mas simples. A
estas expresiones se les denomina fracciones parciales.

Con el objetivo de establecer las reglas para obtener fracciones
parciales, se debe sefialar que una fraccion propia es aquella expresion
algebraica racional de polinomios en la que el polinomio del numerador es de
menor grado que el polinomio del denominador.

Las reglas de factibilidad para realizar un proceso de fracciones parciales
son:

1. Las fracciones deben ser propias.

2. El denominador debe ser factorizado sélo en expresiones de potencias

con grado uno o dos.

También se debe comentar que la obtencion de una fraccion parcial no
siempre es posible.
Existen varios métodos para la obtencion de fracciones parciales cuando

esto es posible; el siguiente ejemplo ilustra una posibilidad:

Determinar las fracciones parciales del cociente:

x(x+2)

El método que se aplicara en este caso, se denomina de factores lineales
no repetidos e indica por la estructura del cociente de polinomios que existen

constantes reales A y B, tal que se cumple la siguiente igualdad:
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1 A B

x(x+2]:x+x+2

Realizar las operaciones indicadas del lado derecho:

1 A(x+2)+B(x)
x(x+2) x(x+ 2)

Igualando numerador a numerador, y desarrollando las operaciones

indicadas en ambos lados de la ecuacion, se obtiene:

1=A(x+2)+B(x)
1=Ax+ 24+ Bx
1=Ax+ Bx+ 24

1==x(A+B)+24

El polinomio 1 (término del lado izquierdo de la ecuacién) se puede

expresar como: 0x + 1, y al igualar término a término de la ecuacion:
Ox+1=x(A+B)+24

Entonces:
0x=x(A+B)

1= 24
Las soluciones de este sistema de ecuaciones A+ B=0Yy 1= 24, es:

A=1/2y A= —B; por lo tanto, al regresar a la ecuacién original:
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que es la equivalencia de la expresion algebraica en fracciones parciales.
Por otro lado, el proceso de division de fracciones algebraicas y
especificamente, la divisibn de polinomios, tiene estrecha relacion con la

division de numeros enteros. De la unidad 2 se tiene que para a,b nameros
enteros con b = 0, existen nimeros enteros q v 1, tal que a se puede expresar

como sigue:
a=bg+rcond=r=< |b|

Aplicando este concepto a polinomios, se trata de determinar, si es
posible, dos polinomios @(x) y R(x) tales que: A(x) = B(x)@(x) + R(x), de

modo que el grado de R(x) sea menor que el grado de B(x), o bien, R(x) sea el
polinomio cero para: A(x) y B(x) polinomios en los reales con B(x) = 0.

El siguiente ejemplo muestra la operativa del algoritmo de la division de

polinomios, para ello se debe considerar: A(x) = 2x*—x?*—2x?—13x+ 10y

B(x) = x — 2,y se pide determinar: @(x)y R(x) del teorema anterior.
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A{x)=B(x)Q{x)+R(x)
2x4—=x3—=2x2—-13x + 10 = { x — 2) Q{x) + R(x)

23+ 3x2+4x -5 «— Qfx)
B(X)—=(x—2) | 2x4—x3-2x2—13x+10 <« A(x)
22X+ Ax3
+ 3x3 = 2x? %4/ x = 23
M 3x3/x = 3x?
+4x% —13x
LAy + 8x 4x2/ % = 4x
-5x +10 XX =5
+5x-10
0 <« R{x)

Para agilizar el célculo anterior, existe un algoritmo denominado division

sintética, por medio del cual se puede dividir un polinomio de una variable x, y
de grado mayor a 1 entre un polinomio de la forma (x — a). La siguiente figura

ilustra paso a paso el procedimiento para los polinomios del ejemplo anterior:

A(x) =2x*—x*—2x*—13x+ 10y B(x) = x — 2 para calcular: @(x)y R(x).
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o Ax)=B{x)Q(x)+R(x) o 2 3 45
24— x3—2x2—13x + 10 = (x — 2) Q(x) + R(x) 12 42 -1 -2 -3

+10
2x3+3x2+4x -5 «— Q(x) :
BO)—(x=2) | 2x*-x*-2x2-13x+10 « A(x) +6
2+ 4x3 +4
+3x3 - 2x2 +8
- 3x3+6x? > 10
+4x?—13x 0
~4x? + 8 o 12 +3 +4 -5
"X+ 10 2 42 -1 -2 -13 410
RS +4 +6 +8 -10
0 < Rk 3 +4 5 0

Bix Afx
Q:---- O 0 e

242 1 2 a3 +10 2 |+2 -1 2 413 +10 |2([+2 1 2 -13 +10]

+4 +6 +8 -10 +4 6 +8 -10 +4 +6 +8 -10

+2 +3 +4 5 0 +2 43 +4 -5 0 [(Z 3 +4 +5|[ 0]

Esta secuencia presenta una forma de homologar el procedimiento

normal de divisiébn de polinomios con el de la divisidn sintética, a continuacion

se describe esta secuencia:

Es el resultado del procedimiento normal de division del ejemplo
anterior.

Con la misma estructura solo se consideran los coeficientes.

Se realiza un corrimiento de los coeficientes residuo hacia arriba
hasta quedar en una sola linea.

A la alineacion anterior se le agrega el coeficiente principal del
polinomio A(x), en este caso +2.

Se elimina la linea de divisibn, en este caso es innecesaria y se
sefiala el término independiente del polinomio B(xX) para su
identificacion.

Se ha construido y se muestra la estructura del algoritmo de division

sintética.
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Se debe observar que una vez realizado el arreglo de coeficientes, el
algoritmo de la division sintética plantea que los nUmeros de la segunda fila se
obtienen al multiplicar el nimero de la tercera fila de la columna precedente por

el término—a del binomio E(x) = (x — a), en este caso -2, cambiando el signo al

resultado para realizar una suma aritmética natural en la obtencién del
coeficiente del siguiente término de la fila tres (porque el resultado final del
coeficiente de la tercera linea proviene de una resta). Una practica en este

algoritmo consiste en tomar el término —a en lugar de a, de esta manera, se

eliminan las sustracciones realizadas.
La siguiente figura ilustra paso a paso este procedimiento con el ejemplo

desarrollado:

A{x)=B{x)Q(x)+R{x)
2x4—x3—2x2—-13x + 10 = (x— 2) Q{x) + R{x)

Alx) Alx)

B(x) B{x)
_—7Z _—7
o r:r?|||+2 1 2 -13 +10]| o |J4\3|||+2 1 2 -13 +10]|
+4
Qfx) [+2 | Qfx 2 +3

B(x) Alx) B{x) Alx)
_—7 _—7

o [«2][+2 1 2 -3 +10] o [2][+2 1 2 -13 +10]
+4 +6 +4 +6

Q(X)<!+2 +3 +4 |

B(x) Alx)
_—7
o 2[+2 1 2 13 10|
8

+4 +6 +

Q(X)<!+2 +3 +4 -5|

Q(X’<! +2 43 +4 |

Alx)

B{x)
ﬂ
o <2|[+2 1 2 13 10|

+4 +6 +8 -10
Q(X)<!+2 +3 +4 -5|[ O LRix)

Por lo tanto: 2x—x3—-2x?—13x + 10=( x — 2) (2x3+3x?+4x-5)+0(x)
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3.7 EXPONENTES FRACCIONARIOS: RADICALES
Como parte de los conceptos bésicos de los numeros reales, se encuentra la
definicion de radical, y mas especificamente, la raiz enésima de un nimero. Al

considerar n un nimero natural, si a y b son dos nimeros reales no negativos,

entonces:

Va =bsiysolosib™ =a.
Esta definicién aplica también para a y b negativos, y n entero positivo
impar. Al namero b se le denomina raiz enésima de a, y se denota por: i/a

llamado radical, que se integra por las partes: a radicando, n indice y el simbolo

—_—

v se denomina radicando.
Un caso particular ocurre para n =2, y se llama raiz cuadrada de a,
denotada por: 3/a, o simplemente: v/a.

Una vez definido el concepto de radical, es posible retomar el concepto

de exponente racional mediante la siguiente definicién:

Si x es un nimero real y n es un entero positivo, entonces (x)= = 5/x si

esta Ultima raiz existe. De manera general, para m entero y n entero positivos,

Si % €s un numero racional en el cual m y n no tienen factores primos comunes,

entonces para x un numero real cualquiera tal que 3/x existe, se tiene:

mn

ﬂ
n = (rif;jmz 'V'xm_

(%)

Las leyes de los exponentes revisadas en la primera seccion de esta

unidad son aplicables a los exponentes racionales. El siguiente ejercicio de

simplificacién utiliza algunas de ellas: x Vx% = x (x%/%) = x7/5 = x5
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3.8 TEOREMA DEL BINOMIO
El teorema del binomio de Newton expresa la enésima potencia de una
expresion algebraica del tipo binomio como un polinomio, su expresion

matematica es: (x + ¥)® para n un namero natural, y su desarrollo se observa

en la siguiente expresion algebraica:

(x+y)=x+y
(x+3)7=(x+»(x+y) =x"+2xy+y°

(x+ v =(x+y)(x+v)(x+y) =x*+ 3xy + 3xy? + 3

nn—1)in—2) -3 3

x”+%x”_1v+—:,_ x* iyt 4+ v: o+

- 1(2) - 10233}
n(n=1)(n-2)(n—3) p-a_ a4 an—1){n-2)(n-3)(n-4) p—5 5 .
HBEE veoT oees L Y T Ty

Ejemplo: Desarrollar la siguiente expresion algebraica mediante el
binomio de Newton.

5 5(5-1) ., ., 5(5—-1)(5—2
(1+z‘j5=15+I15-1::+—(1[2)j 27 ( 1(21((33 ]15-3::3
55-1D(-2)(5-3) 4.
1(2)(3)®)
55-1)(5-2)(5-3)(5-4) . ...
L(2)(3)#H(B)

(1+)°=1+5i+10i* + 108 +5i* + i

El desarrollo del binomio de Newton es de gran utilidad y se presenta en

diversas aplicaciones, por ejemplo, la expresion (1+ i)* es un factor para el

calculo del monto final al término del periodo n en un esquema de interés

compuesto con i como tasa de interés (la demostracion del teorema esta fuera

del alcance del objetivo de este libro).
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE
Como se indico, existen cuatro métodos para la obtencion de fracciones
parciales:
1. Descomposicidon en fracciones parciales con factores lineales no
repetidos.
Descomposicion en fracciones parciales con factores lineales repetidos.
3. Descomposicion en fracciones parciales con un factor cuadratico no
repetido.
4. Descomposicion en fracciones parciales con factor cuadratico repetido.
Investiga cada uno de estos métodos, y realiza un escrito con las bases

tedricas y la solucion de tres ejercicios de cada caso.
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AUTOEVALUACION

. Completa la siguiente tabla. Se trata de identificar para cada renglon el

polinomio o los elementos que lo integran (algunos renglones pueden

tener varias posibilidades):

Expresion algebraica Monomio, | Grado | Numero | Variables
polinomio, de
otro términos
2x*—x?—2x*—13x+ 10
Monomio 7 1 oy
3xiy + 3vix X,y
4x®—2y+3z+1 2 XV, Z
% +2x —V3x Otro

. Para los polinomios: A(x) =2x*—x*—2x*—13x+ 10 y B(x) =x — 2,
calcular A(x) + B(x) y A(x)B(x).

. Re-expresa 4x* + 4x + 1 como binomio de Newton con grado 2.

x=+1

. . . . . v e 1
. Realiza las siguientes operaciones y simplifica: -t

IE

xi—x—6

xi-a °

. Factoriza y simplifica términos:
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RESPUESTAS

1.
Expresion algebraica | Monomio, | Grado Numero | Variables
Polinomio, de
otro términos

2x* — x? — 2x* — 13x +|1®olinomio 4 5 x
4x*y Monomio 7 1 xy
3x?y+ 3y°x Polinomio 3 2 x, ¥
4x% —2y+3z+1 Polinomio 2 4 X, ¥, Z

Otro 1 3 x

1 |
—+2x —V3x
x

2. A(x)+ B(x)=2x*—x?¥—2x*—13x + 10+ x -2
=2x*—x% - 2x*—12x + 8.
A(x)B(x) = (2x*— x? —2x* —13x+ 10)(x— 2)

=2x% —x*— 2x3 —13x% 4+ 10x —4x* + 2x¥ + 4x? + 26x — 20 = 2x° —
5x*—9x% +36x— 20
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UNIDAD 4

NUMEROS COMPLEJOS

OBJETIVO
El estudiante definird los numeros complejos en sus diversas formas de
representacion. Ademas, describira y realizara las operaciones entre nimeros

complejos.

TEMARIO

4.1 NUMEROS IMAGINARIOS: OPERACIONES FUNDAMENTALES Y POTENCIACION

4.2 DEFINICION DE NUMERO COMPLEJO, FORMA BINOMICA, IGUALDAD, CONJUGADO Y
FORMA CARTESIANA (PAREJA ORDENADA)

4.3FORMA POLAR, MODULO Y ARGUMENTO, CONVERSIONES DE LA FORMA BINOMICA A
LA POLAR Y VICEVERSA

4.4 MULTIPLICACION Y DIVISION EN FORMA POLAR: TEOREMA DE DE MOIVRE, POTENCIA
Y RAICES

4.5FORMA EXPONENCIAL O DE EULER: EQUIVALENCIA ENTRE LA FORMA POLAR Y

EXPONENCIAL. MULTIPLICACION Y DIVISION, POTENCIACION Y RADICACION
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MAPA CONC

EPTUAL

[ Nudmeros Complejos ‘

Numeros imaginarios J

Operaciones fundamentales ]

Potenciacion |

« B
Definicion de numero

- complejo

Forma Binomica

Igualdad
Conjugado

Forma cartesiana

p

—

Multiplicacion y division
en la forma polar

L Teorema de DeMoivre

. Potencia y raices

——

[ Forma polar }—/
Modulo y argumento I

Conversiones de la forma
binomica a la polar y viceversa

Forma exponencial o de Euler

Equivalencia entre la forma
polar y exponencial

Multiplicacion

y
division

| Potenciacion y radicacion
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INTRODUCCION

En esta unidad se estudiaran los niumeros complejos y sus diversas formas de
representacion, asi como sus operaciones, interpretacion geométrica vy
aplicaciones.

Se enfatiza la creacion de este sistema para la solucion de ecuaciones

de tipo x% + k = 0 donde k es un nimero real.

La unidad finaliza con la explicacion de la forma exponencial de Euler,

utilizando el nimero e denominado numero de Euler, que se usa de diversas

maneras en las matematicas y su entorno.
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4.1 NUMEROS IMAGINARIOS: OPERACIONES FUNDAMENTALES Y POTENCIACION
En las expresiones algebraicas que se han estudiado hasta este momento, se

han omitido de manera intencional algunas situaciones como: 3/—1 ¢Por qué?

¢ Tiene sentido esta notacidon? ¢ Existe este nUmero en los reales?
Se sabe que el cuadrado de un ndmero real nunca es negativo, por lo

tanto, la evaluacion de ecuaciones del tipo: x*+ k = 0 donde k es un ndimero

real no es posible en el sistema de los numeros reales. En particular, la

existencia del numero 3i/—1 permitiria evaluar la expresion algebraica:
x%+ 1 =0y obtener la identidad, pero al no estar definido este tipo de nimeros

en los reales, esto conduce a la construccion de otro sistema de numeros
denominados complejos, que contendra a los reales y ademas, entre otras
aplicaciones, dara solucién a este tipo de ecuaciones.

Con la propuesta anterior, se construye un nuevo sistema de nimeros en
los que sea posible siempre la potenciacion de cualquier base y exponente. El

conjunto de los niumeros complejos se designa por C.

En este contexto se crea la unidad en este sistema de nUumeros, se

—_—

denota por i, se le llama unidad imaginaria y se define por: i= 3/—1 o
equivalentemente: i* = —1.

Con lo anterior, se pueden manipular expresiones algebraicas y nimeros

— —n —

de la forma: 3i/—4= 3/43/—1=2i, este ejemplo muestra como los numeros
imaginarios son el producto de un numero real por i. Ademas, se debe observar

gue el producto reiterado de i por si mismo tiene el siguiente patron:
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Los valores de i se repiten de cuatro en cuatro.

ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE
Los valores de i se repiten de cuatro en cuatro. Verifica el patron para las

01 3 pag

potencias desde O hasta 10, es decir, calcula: i%i%,i%,i%,i%i%i%,i7,i% %"

50,1507y

compara los valores identificando el patron propuesto.

4.2 DEFINICION DE NUMERO COMPLEJO, FORMA BINOMICA, IGUALDAD, CONJUGADO Y
FORMA CARTESIANA (PAREJA ORDENADA)

Un namero complejo es un par ordenado de numeros reales (a, b), en donde al
namero a se le denomina parte real y al nimero b parte imaginaria. De esta

forma, el sistema C de los nimeros complejos, es el conjunto de todos los

pares ordenados de nameros reales sujetos a las siguientes leyes:

i. (a,b)=(ab)siysolosia=a'yb=1»"
i. (a,b)+(a,b)=(a+a,b+b").
iii. (a,b)(a",b") =(aa" —bb',ab’ + ba")

Al par ordenado (0,1) se le denomina unidad imaginaria y como se indicé

se denota por la letra i latina.

Se ha establecido que los numeros imaginarios son el producto de

nameros reales por i. Con este hecho y la parte real e imaginaria de un niumero

complejo cualquiera (a, b), los niumeros complejos también se expresan como
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la suma del niumero real: a mas el nimero imaginario: bi: a + bi denominada la

forma bindmica.

ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

Verifica que se cumplen las siguientes leyes de los nUmeros complejos:
a. atbi=a +b'isiysélosia=a'yb=>5'
b. (a+bi)+(a' +b'i)=(at+a)+(b+b")i
c. (a+bi)(a"+b'i)=(aa" —bb")+ (ab' + ba')i

Con lo anterior y la notacion de conjuntos, los nimeros complejos € se

definen como la unién del conjunto de los numeros reales y el conjunto de los

ndameros imaginarios:

—

C= {a+bila,b eR, i= -1}
Identificando cada numero real a con el nimero complejo a + 0i y con el par
ordenado (a,0), R es un subconjunto de €. La siguiente figura muestra como

conjunto el sistema de los complejos:
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Numeros Complejos

Enteros
zZ

Natural

Por lo tanto, el nUumero complejo (a, b) puede expresarse en la siguiente

forma: (a,b) = (a,0) + (0,b)(0,1) = a + bi.

Se deben observar las siguientes precisiones: Sea ¢ = a + bi un nimero

complejo cualquiera, entonces:

1)
2)
3)
4)
5)

Ejemplo

Si b =0, ¢ es un nimero real.

Sia =0, ¢ es un nUmero imaginario.

c=a+biy—c=—a— bi cy—c sedenominan opuestos.
c=a+biyc =a—bi cyc sellaman conjugados.

Dos numeros complejos cualquiera son iguales si poseen la

misma parte real y la misma parte imaginaria.

Dados los numeros complejos: (4,2) y (2,1), determinar la suma, diferencia y

producto de ambos ndmeros en el orden en que se presentan:
Suma: (4,2) + (2,1) = (6,3)
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Diferencia: (4,2) - (2,1) = (2,1)
Producto: (4,2)(2,1) = (8— 2,4 +4) = (6,8)

Ejemplo

Sea ¢ =1+ 2i un nimero complejo, entonces —1 — 2i es el opuesto de c.

1 — 2i es el complejo conjugado de c.

4.3FORMA POLAR, MODULO Y ARGUMENTO, CONVERSIONES DE LA FORMA BINOMICA A
LA POLAR Y VICEVERSA
A partir de la igualdad (a,b)= (a,0)+ (0,b)(0,1)=a+bi y utilizando la

representacion gréafica de un par ordenado en el plano cartesiano, se tiene que

todo numero complejo ¢ = a + bi admite una representacién grafica, de tal
forma que las abscisas son los ndmeros a reales y las ordenadas son los
nameros b imaginarios; esta es la forma cartesiana del numero «c.

Todo niimero complejo admite una representacion en forma polar®. Para

esto, se toma el moédulo denotado por “ p ” que se define por la expresion:

.'az + b!

=

0=

y al angulo 6 se le denomina el argumento, y su valor esta implicito; est4 dado

por:

b
6 = Arctan—
a

Con lo anterior, se denomina la forma polar de un nimero complejo ¢ con
modulo p y argumento 8 a la expresion:
c=(p,0)

Se debe aclarar que el argumento de un numero complejo expresado en

forma polar no es Unico y se repite por periodos 6+2mk (es lo mismo considerar

2 Esta forma polar también suele denominarse trigonométrica, aunque algunos autores distinguen la forma polar y la

forma trigonomeétrica con cuestiones de notacion.
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a B que 6+ 360° 6+ (2)360°6 +(3)360°...), por lo que para efectos de la
representacion y unicidad del nimero polar en el presente libro & esta en el

intervalo [-11, TT) @ menos que se especifique otra situacion.

Las formulas para el médulo o y el argumento 8 permiten convertir

cualquier numero complejo dado en su forma binémica a su forma polar.
¢, Como debera efectuarse la conversion inversa, es decir, de polar a bindbmica?

Para todo numero complejo en forma polar con parametros py 6, es
posible determinar los valores a y b del nimero complejo a + bi mediante las

ecuaciones:

a = fCosB, b= £ Senb

Ejemplo

Dado el numero complejo 4+ 3i determinar su forma polar y representarlo

graficamente en el plano.

. . - 5 b .
Del sistema de ecuaciones p= Va*+ b* y 8= Arctan - sustituyendo

valores y efectuando las operaciones de los niumeros reales que se indican:

b b 3
8 = Arctan — = Arctan — = Arctan — = 36.87°
7l i 4

Con los valores anteriores, la siguiente figura es una representacion
gréafica del numero complejo en tres de sus notaciones: a) par ordenado (4,3) b)

forma bindmica 4 + 3i y c¢) polar (5, 36.87°). Notese que el médulo del nimero

complejo es la distancia del origen del sistema coordenado al par ordenado que

denota al nUmero complejo.
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(4,3) = 4+3i

Eje Complejo

3

Eje Real

4,4 MULTIPLICACION Y DIVISION EN FORMA POLAR: TEOREMA DE DE MOIVRE, POTENCIA

Y RAICES
De la seccion anterior, se tiene que para un numero complejo ¢ = a + bi

cualquiera, son validas las siguientes expresiones:
p = Va? + b%, médulo de c.

b
8 = Arctan -, argumento de c.

a = © CosB, parte real de «.

b = p Senf, parte imaginaria de c.

Con estos elementos, la forma bindmica de ¢ conduce a la forma polar,

como ya se ha descrito:
c=a+bi=(pCos8)+ (2SenBli= o (Cosb+iSenht)
c= £(Cos6+iSen )
¢,Como se efectian las operaciones basicas de los numeros complejos

en esta representacion polar?
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Considera los nUmeros ¢ = o (CosB+ iSenB) y d = v(Cosa+ i Sen o).

Multiplicacion:
cd= p(CosB+iSenB)uv(Cosa+iSena)

cd= pvu(Cos(B+a)+iSen(6+a))
Es decir, el producto de dos nimeros complejos cualesquiera ¢ y d en su

forma polar da por resultado otro numero complejo con médulo igual al producto

de sus mdodulos y argumento igual a la suma de los argumentos.

Division:
¢ ©(CosB+iSenB) p

£ =" Cos (8—a) + i Sen(0 —
d v(Cosa+iSena) v 0s (8 —c) +iSen(6—a)

En este caso, el médulo es el cociente de los modulos y el argumento es

la diferencia de los argumentos.

El teorema de De Moivre

Considera c = o (Cost + i Sen 8) un nimero complejo, elevando a la potencia n

ambos miembros con n un ndmero natural:

c®" = (0 (CosB+iSenB))”
c" = p™(Cos B+ iSen 8)",por regla de los exponenets
c" = p"(CosnB+ i Sen nB),por identidad trigonometrica
c"=1"(Cosnb+iSennb),si o =1

c" = (Cosnb + i Sen nb), entonces:

(Cos6+iSenB)"= Cosnb+iSennb
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Esta es la denominada férmula de De Moivre: se debe notar en este caso

la exigencia del médulo unitario.

Potencias y raices:

La expresion algebraica general de la formula de De Moivre es:

c" = p"(CosnB+iSennb)

Esta formula, de su propia construccion, permite el calculo de la potencia
enésima de un numero complejo.
Ejemplo:

Determinar la potencia cuadrada del numero 4 + 3i. La representacion polar de
este nimero es 5(Cos 36.87° + iSen 36.87°), por lo tanto, la potencia cuadrada

es:

(4+ 3i)* = 5%(Cos (2)(36.87°) + iSen (2)(36.877))

= 25(Cos 73.74° + iSen 73.74°)

La raiz enésima de un nimero complejo i/c (recuerda que n>0) que

puede expresarse como (c)=, implica el uso de la féormula de De Moivre para las

potencias:

(El + 2111-:) 0+ an])

clin = pifn (Cas +iSen(
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4.5FORMA EXPONENCIAL O DE EULER: EQUIVALENCIA ENTRE LA FORMA POLAR Y
EXPONENCIAL. MULTIPLICACION Y DIVISION, POTENCIACION Y RADICACION

Para determinar la forma de Euler de los nUmeros complejos se debe retomar la

ecuacion  polar descrita en la seccibn anterior, es decir,

c= o(CosB + iSen B):

c=a+bi=(0CosB)+ (oSenb)i= p(CosB+iSenB)
c= £(CosB+iSenB)

Usando la formula de Euler:

e® = cosf — isend
Se concluye que el nimero complejo c(®para @ en el intervalo [-Tr, 1)), se

puede representar por:

Con la notacién anterior, las operaciones en los nimeros complejos c y d

conc = pe'®yd=ve™en suforma exponencial quedan definidos por:

Producto: cd= pefue™= puefe™= pyel®Hio) = gyeilf+a)
sy, e Fet® FiB_ —im P i(B—a)
Division: —=——=—¢eFe "=—¢"
d ue u u
Potenciacion: c” = (pefyr = preni®

Con el binomio de Newton para ¢ = a + bi, se tiene ¢* = (a + bi)™.

3 El angulo & no esta determinado de manera tnica para ¢, la formula de Euler sefiala que ¢ = F e¥**5® para k en

los naturales.
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ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Con el binomio de Newton para c= a+ bi, se tiene c¢® = (a + bi)®. Desarrolla

este binomio y comprueba que es una manera alterna de calcular la potencia de
un nimero complejo.

Ejemplo:

Sic = 4e'z y d = 2ezdetermina el producto ¢d vy el cociente =
cd=8e"

C e
—=2e@ =2
d

La potenciacion es la operacion inversa de la radicacion, esto es:
c=4%d siysélosi c" =d
Sic= pe®yd=uve®entonces c* = d implica:
" = (pei®)n = prenie
d = pel® = peilatink

Por lo tanto, o ™e™® = vei®*27 implica: o™ =uvy nd = (a+ 2mk), entonces:

p=4%v,0 = (a+2nk)/n, parak=10,1,2,..,n— 1

Son las formulas para determinar las n raices enésimas de cualquier

namero complejo. Por ejemplo, la raiz cuadrada de 4e'™ es:

ot2rk

,para k=0,1

Para k = 0: la raiz cuadrada es 2e'z

=T

Para k = 1: la raiz cuadrada es 2ez
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Finalmente, es necesario acotar que el conjunto de los nameros
complejos no es cerrado bajo la operacion de producto y no existe una relacién

de orden como ocurre con los reales.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Un campo de conocimiento y con gran uso en las matematicas y su entorno es

el nUmero e o nimero de Euler. Como se ha descrito en esta unidad, este

namero se conecta con los nameros complejos mediante la ecuacion:

; . 4
e!® = cosf — isend.

En este sentido, deberas investigar y entregar un escrito de tres cuartillas como
minimo que contenga los siguientes temas:
a. El numero e, conceptos generales, definicion y su interrelacion con
los nimeros complejos.
b. Demostracion del teorema de Pitdgoras usando el nimero e.

C. Demostracion de la ley de los cosenos usando el nimero e.

* Esta referencia te puede ayudar: Rivera Mendoza, Francisco, Articulo: Una Introduccién a los niimeros complejos,
Mateméticas, Facultad de Ciencias, Universidad de los Andes Mérida, Venezuela, 2001.
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AUTOEVALUACION

1. ElI cociente de los numeros complejos se define por:
(a,b)/(c,d)=(a,b)(c/c?*+d? -d/c*+d?) para (c,d)#(0,). Calcula (4.2)/(2,1).

2. Realiza la interpretacion geométrica del conjugado de un numero

complejo. Calcula el conjugado de (4,3).

3. A partir de la expresion:
(CosB+iSenB)"= Cosnb+iSennb
Para n=3, que es la formula de De Moivre, determina la identidad
trigonométrica para Cos 38y Sen 36 (sugerencia: desarrolla el término de

la izquierda mediante el binomio de Newton).

4. En el tema 4.4 de esta unidad, se ha calculado la potencia cuadrada de

4 + 3i. Por el método que prefieras, calcula la potencia sexta de 3 + 4i.
5. El conjunto de los nimeros complejos no es cerrado con respecto a la

operacion de producto. Desarrolla el producto de (0,a)(0,b) y demuestra

gue es un numero real.
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RESPUESTAS

1. (4,2)(2/5,-1/5).

2. Conjugado (4,—3). Interpretacion: El conjugado de un nimero complejo

C, Se obtiene como una imagen simétrica de c alrededor del eje real.

Complejo
(4,3) = 4+3i

Eje Complejo

3

Eje Real

Cos30+i5en38=(CosB+iSenB)? = Cos®*0+ 3iCos?B Senb—
3 3 CosBSen’B — i Sen’d

igualando las partes reales y las imaginarias, se concluye:
Cos 30 = Cos?0— 3 CosBSen?H y Sen 36 = 3Co0s%0 Senb— Sen?d

4, 11753 + 10296,

5. (0,a)(0,b)=(-ab,0)=-ab
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UNIDAD 5

ECUACIONES

OBJETIVO

El estudiante desarrollara destrezas y habilidades en la solucion de ecuaciones
lineales y cuadréaticas en los numeros reales y complejos, asi como en la
solucién algebraica de sistemas de ecuaciones lineales por cualquiera de sus

métodos.

TEMARIO

5.1 ECUACIONES LINEALES

5.1.1 Propiedades de la igualdad

5.1.2 Solucion de ecuaciones lineales

5.2 ECUACIONES CUADRATICAS

5.2.1 Solucién de ecuaciones cuadraticas

5.3SOLUCION DE ECUACIONES CON UNA INCOGNITA QUE CONTENGAN NUMEROS
COMPLEJOS

5.4 ECUACIONES CON RADICALES

5.5S0LUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES POR EL METODO ALGEBRAICO
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MAPA CONCEPTUAL

-

| Ecuaciones lineales

A

Propiedades de la igualdad

Solucién de ecuaciones lineales

Ecuaciones cuadraticas I
J

Solucion de ecuaciones
cuadraticas

Solucion de ecuaciones

Ecuaciones W

S

uaciones con radicales

-/- . .
| Solucion de sistemas de

— |

ecuaciones lineales por el

. método algebraico

con una incognita que
contengan numeros
complejos
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INTRODUCCION

En esta unidad se estudiaran los conceptos basicos y la operativa para su
solucién en las ecuaciones lineales, cuadrdticas y sistemas de ecuaciones
lineales.

Se debe sefialar que en el algebra, la solucion de ecuaciones forma parte
sustancial y tiene gran diversidad de aplicaciones, tanto cientificas como
comerciales. Aqui se expondran a los numeros reales y a los nameros
complejos en la obtencion de las raices.

En ciertos problemas es necesario trabajar con mas de una ecuacion de
manera simultanea, por lo que es preciso el estudio de los sistemas de

ecuaciones, particularmente de dos variables y dos ecuaciones.
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5.1 ECUACIONES LINEALES

Retomando el concepto de expresidn algebraica, una igualdad entre dos
expresiones algebraicas en las que al menos una de éstas involucra una
variable o incégnita se denomina ecuacion.

Especificamente, se consideran los niumeros reales a, b v ¢ con a = 0. Se

denomina ecuacion lineal con una incognita a cualquier ecuacion del tipo:

ax+ b= c.

A este tipo de ecuaciones también se le denomina de primer grado por

ser el valor uno el exponente de la variable x. A continuacion se muestran

algunos ejemplos de ecuaciones primer grado:

x+1=0, 2x+ 2= 2,

[
+
=

I
b
-
+
=t

Il
=

5.1.1 Propiedades de la igualdad

En este tipo de ecuaciones, cualquier nUmero que se encuentre contenido en el
conjunto solucién de la variable donde esta se ha definida®, y que al evaluar la
ecuaciéon en ese numero hace que la igualdad obtenga un valor légico

verdadero, es una solucion de la ecuacion. Por ejemplo, la ecuacion x + 1= 0
al ser evaluada en el valor 2 da por resultado: 2+ 1= 0,3 = 0 que es falso. Si
al contrario se evalta en el valor -1, —1+ 1= 0, 0= 0 que es verdadero,
entonces x = —1 es una solucién de la ecuacion debido a que satisface la

igualdad.
A las soluciones de una ecuacién también se les denomina raices de la

ecuacion.

® El conjunto solucién de una ecuacion es aquel que esta contenido en el dominio de la incégnita y son los nimeros
reales o complejos tales que al ser sustituidos en la ecuacién, da como resultado una identidad numérica. Por lo

anterior, es imprescindible sefialar en que sistema se ha definida la incognita.
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5.1.2 Solucion de ecuaciones lineales
Resolver una ecuacién significa determinar su conjunto solucion, es decir, el
conjunto de todas sus raices. Si dos ecuaciones poseen el mismo conjunto
solucion, entonces son ecuaciones equivalentes.

Un meétodo que se utliza para resolver ecuaciones lineales es
reemplazar la ecuacidbn por una cadena de ecuaciones equivalentes,
transformando la ecuacion en otras equivalentes a la original con el objetivo de

llegar a expresiones mas simples hasta obtener una ecuacion de la forma x = ¢,
donde x es una incégnita y c es una constante en los nimeros reales.

Con lo anterior y para la solucién de ecuaciones de primer grado, se
deben estudiar las transformaciones para obtener ecuaciones equivalentes.
Estas transformaciones se originan en el siguiente teorema:

Se consideran tres expresiones algebraicas p, g, en la variable x para
las cuales el conjunto solucion es la interseccién de los dominios de p, g,7. Si

p= g entonces p+r =g+ r, y si ademas el valor de r =0, se cumple

pr = gr.

El teorema anterior también se puede expresar con las siguientes

formas:

a. Intercambiar la ecuacion: ax + b = c es equivalente a ¢ = ax + b.
Sumar el mismo numero: ax+ b= ¢ es equivalente a
ax+ b+d= c+d.

c. Multiplicar ambos miembros por un numero distinto de cero:
ax+ b= cesequivalentead(ax+ b)=dc.

d. Las propiedades de la adicion y la multiplicacion definidas en los

reales.

El teorema anterior indica el camino para la solucién de ecuaciones de

primer grado en una variable, y de manera especifica para una ecuacion de la
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forma ax+ b= ¢, después de aplicar el teorema, se tiene que la solucién a

esta ecuacion esta dada por la expresion:
x=(c—b)/a

Ejemplo:

Determina la raiz de la ecuacion —2x + 4 = 6.
—2x+ 4= 6

x=(6-4)/(-2)
x= 2/(-2)

x= —1

En general, es excelente practica verificar el resultado, evaluando la

ecuacion original en el valor x = —1:
—2x+ 4= 6
—2(-1)+ 4= 6
2+ 4=6
6= 6

Al resultar una afirmacién verdadera como se habia previsto, también se

le denomina identidad.

5.2 ECUACIONES CUADRATICAS

Al considerar el producto notable: (x + y)(x —y) = x*—y*, un caso particular de
éste se tiene con y =1, (x + 1)(x — 1) = x* — 1. ¢ Qué significa el proceso en
sentido inverso?, es decir, ¢qué significa x — 1 = (x + 1)(x — 1)?

En general, si un polinomio estad escrito como el producto de otros
polinomios, a cada uno de éstos se le denomina factor, y al proceso de

encontrar todos los factores se le llama factorizacion. La expresion algebraica
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anterior: x* — 1 = (x + 1)(x — 1) muestra un ejemplo de factorizacién para el
polinomio x? — 1 con los factores: (x + 1)y (x — 1).

Con lo anterior, y con el formato de ecuaciéon x* — 1 = 0, se concluye que
una forma de solucion es: (x + 1) y (x — 1), lo cual se estudiara con detalle en

el siguiente apartado. En este momento sélo se formalizar4 el concepto de
ecuacion cuadratica como aquella expresidn algebraica de la forma:

ax?+ bx + ¢ = 0 con a, b, c constantes reales y a # 0.

5.2.1 Solucion de ecuaciones cuadraticas

En la seccion anterior se explico la determinacion de raices de una ecuacién de
primer grado, en esta seccion se analizaran las ecuaciones de segundo grado
también llamadas cuadraticas.

Sean a,b,c constantes reales con o #0. Se denomina ecuacion

cuadratica con una incognita a toda ecuacion que se puede llevar a la forma:
ax*+bx+ec=0

Para determinar las raices de esta ecuacion existen diversas técnicas:

a. Sic=0yb=+0, pormedio de ecuaciones equivalentes se tiene:

ax’4+bx+ec=0
ax®4+bx=0
x(ax+b)=0

Entonces, x=00x = —b/a.

b. Sib=0yc=<0, por medio de ecuaciones equivalentes se tiene:

ax’+bx4+c=0
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xt=—c/a
Entonces, x = \/c/a 0 x = —/c/a

c. Sia=1,b=+# 0yc=0, el método de factorizacion notable consiste en
convertir la ecuacion cuadratica en un producto de binomios (como se
describi6 en la unidad tres), o bien completando cuadrados.

x4+ bx+ec=0

x4+ bx+c = (x— x1)(x —xz)

Entonces, x = x1 0 x = x3

d. Ademas, existe un método general para resolver una ecuacion de
segundo grado: Sean a,b,c constantes reales con a # 0 tales que
ax” +bx +c =0y A =b? — 4ac, entonces:

i. Sia =0 notiene solucion en el conjunto de los nimeros reales. La
solucion a esta forma se propone en la siguiente seccion.

i. Sid4=0, |la solucion a la ecuacion esta dada por la expresion
x = —b/2a y ademas esta raiz es doble.

iii. Si A=0, las soluciones a la ecuacion estan dadas por las

: et 5B —4ac
expresiones: x = ———— Q0 x = ————

2z 2a

Ejemplos:

Resolver la ecuacion =x*+x+6=0: Aplicando el método de

factorizacion notable® x2 + x — 6 = (x — 2)(x + 3), entonces x1 = 2 0 x» = —3.

® El neménico opera de la siguiente manera: se buscan dos nimeros que multiplicados den el valor de c y a la vez
sumados den el valor de b.
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Resolver la ecuacion x? 4 4x=0: Factorizando

x*+4x=x(x+4)=(x—0)(x+4) =0, entonces x; = 0 0 x; = —4.

Resolver la ecuacion x?—16=0: Por ecuaciones equivalentes

x2—16=0; x2=16; x% = 16, entonces x; = —16 = —4 0 x5 = /16 = 4.

Resolver la ecuacion 2x*— 7x=15: Por la férmula general con

a=2,b=—-T7yc=-15 A=h?*—4ac =49+ 120=169 = 0. Las soluciones

£ ) —b+V B —dac -b—B"—2dac
estan dadas por: x1 = — 00X = —————

&

_ +'?+.,|_-'4'3'—4|:2}|:—15} AT +120  +THV18% 47413

= =50
1 2{2) 2(2}) 4 4

o = +?—_'|.|'49—4|:2:||:—15:| _ FT—/45+120 _ 474169 _ +7-13 _ -6 -3
2 2(2) 2(2) 4 4 4 2

5.3S0LUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS CON UNA INCOGNITA QUE CONTENGAN
NUMEROS COMPLEJOS
En la unidad cuatro se enfatiz6 en la creacidon del sistema de los nimeros

complejos con unidad imaginaria: i = —1 (0 equivalentemente i = i/—1), para
la solucién de ecuaciones del tipo x* + k= 0 con k un numero real. El par de
soluciones para esta ecuacion estan dadas por: x =i Yk o x= —i ¥k; por lo
tanto, la ecuacion x*+ k=0 se puede expresar como el producto de los
factores: (x —i Vk)(x +i Vk)=0.

Como se establecid, existe un meétodo general para resolver una

ecuaciéon de segundo grado. Sean a,b,c constantes reales con a = 0 tales que
ax’+bx+c=0Yy A=hb?—4ac, si A< 0; las soluciones a esta ecuacion estan

dadas por los complejos conjugados:
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_ —b+vbhT—zac _ —b—'b"—zac
1= 2a 0 2= 2

Ejemplo:
Determinar las raices de la ecuacion x* + x — 1 = 0.

Aplicando la férmula general con a=1,b=1yc=1, se tiene

b® —4ac=1—4=—3 < 0, por lo tanto las raices son complejas.

_ —bRB —dar _ —-1+/-3 _ —14i3
X1= = =

3 3 3
L2 r r

_ —b—b*—4ac _ —-1—/-3 _ —-1-i/3

b
=]

B
B

Finalmente, se comenta el hecho de que en una ecuacién cuadrética los

coeficientes a,b,c se han limitado al conjunto de los numeros reales, no

obstante, las propiedades que se estudiaron se extienden a los numeros

complejos y las soluciones estan dadas por las mismas ecuaciones.

5.4 ECUACIONES CON RADICALES
Como se indico en la unidad tres, una parte de los conceptos béasicos de los
nameros reales es la definicion de radical, y mas especificamente la raiz

enésima de un numero. Es necesario recordar que para n un niamero natural, si
a 'y b son dos numeros reales no negativos entonces:

m

Va = b si v solosi b™ = a.

Esta definicion aplica también para a y b negativos, y n entero positivo

impar. Ademas, si x es un numero real, para m entero y n entero positivos si %

es un numero racional, en el cual m y n no tienen factores primos comunes,

entonces para x un numero real cualquiera, tal que 3x existe, se tiene:

i
mn

= (Vx)™ = §/x™. Con lo anterior, ahora se trata de determinar las

(%)
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soluciones de ecuaciones que involucren radicales o exponentes racionales
elevando ambos miembros de la ecuacion a una potencia entera y positiva. Se
denomina ecuacion radical aquella en la que interviene al menos un radical en

una expresion algebraica en la variable x, en su dominio de definicion.

Al considerar = un nimero entero positivo, x una variable y p y g dos
expresiones algebraicas tales que p = g; entonces, el conjunto de soluciones
del sistema p =g es un subconjunto de soluciones del sistema p™ =q", es

decir, toda solucién de p = g es también solucion de p™ = g™.

Ejemplo:

Para la ecuacion lineal 3/2x + 1 = 2, determinar la solucion.

Por ecuaciones equivalentes:

V2x4+1=2
2r 4 1= 2%
2x=4-—1
3
x==
2

Ejemplo:

Determinar las soluciones de ¥ 2x2+ 6 = 2.

Por ecuaciones equivalentes:
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5.5 SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES POR EL METODO ALGEBRAICO
Un sistema de ecuaciones es aquel que se construye mediante el trabajo
simultaneo de dos o0 mas ecuaciones, y el objetivo es determinar las soluciones
comunes a todas las ecuaciones.

En la relacidbn geométrica algebraica de una ecuacion de primer grado,
toda ecuacion de primer grado representa a una recta, por lo tanto, un sistema
de ecuaciones lineales representaran a diversas rectas. El objetivo de un
sistema de ecuaciones lineales es determinar en su caso, el punto comun o de
interseccion de todas las rectas. Es claro que esta interseccion puede no existir,
como en el caso de lineas paralelas.

Una expresion algebraica de la forma ax+ by+ ¢ =0 se denomina
ecuacion lineal en las variables x y y. Un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas es entonces un sistema de la forma:
ax+by+c=0

dx +ey+f=0

La solucién a un sistema de ecuaciones lineales se basa en el principio
establecido de las ecuaciones equivalentes, es decir, mediante una sucesion de
pasos se obtienen ecuaciones simples en su solucién.

Dado un sistema de ecuaciones simultaneas de primer grado, su
solucion queda establecida en el siguiente teorema que garantiza la

equivalencia del sistema en otro algebraicamente méas simple en su solucién.

a. Un intercambio de la posicion de dos ecuaciones cualesquiera.
Por el proceso de multiplicar ambos lados de una ecuacién por un
namero real distinto a cero.

c. Reemplazar una ecuacion del sistema por otra que es combinacion

lineal de la otra ecuacion con la primera.

Para distinguir en detalle la aplicacion de este teorema, considerar el

siguiente sistema y su solucion con la aplicacion de tres técnicas tacitas:
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x—3y—3=0 (ecuacion 1)

2x—7y—5=0 (ecuacion 2)

Método de suma y resta
Multiplicar la ecuacion 1 por -2 y la ecuacién resultado se suma a la ecuacion 2:
—2xt+6y+6=0

2x—T7y—5=0

Sumando:

Entonces, y = 1.

Sustituyendo este valor en cualquiera de las ecuaciones originales, por

ejemplo en la ecuacién 1, se tiene el valor de x:
x—3y—3=0
x—3(1)—-3=0
xr=6

La solucién al sistema de ecuaciones es: (x,y) = (6,1).

Método de sustitucion

Tomar de la ecuacion 1 el valor de x y sustituirlo en la ecuacién 2:
x—3y—3=0
x=4+3y+3

Sustituyendo y resolviendo la ecuacion resultado:
2x—T7y—5=0

2(+3y+3)—-7y—5=0

6y +6—T7y—5=0
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Ahora, se procede igual que en el método anterior, sustituyendo este

valor en cualquiera de las ecuaciones originales para obtener x. Nuevamente, el

par ordenado resultado es: (x,y) = (6,1).

Método de igualacién

Ahora, se selecciona alguna de las dos variables en ambas ecuaciones y
mediante ecuaciones equivalentes se despeja, se igualan los resultados para
obtener una nueva ecuacion en la otra variable, y finalmente se procede a su
solucion.

De ambas ecuaciones, trabajar con la variable x:
x=3y+3
x=(7y+5)/2
Igualando x = x y realizando las operaciones indicadas para la variable y:
3y+3=(7y+5)/2
2(3y+3)=7y+5
6y+6=7y+5
6y —7y=5—6
y=1

Finalmente, y como en los casos anteriores, se toma este valor de la

variable y y se sustituye en cualquiera de las ecuaciones originales para
obtener el valor de la variable x.
2x—T7v—-5=10

2x—7(1)—5=0
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2x—12=10
x=12/2

x=6

Se observa que en los tres métodos, los resultados son idénticos.

Ademas, se sugiere la comprobacion mediante la sustitucion de tales valores en

las ecuaciones originales para la obtencion de identidades.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Existen diversas aplicaciones de los temas descritos en esta unidad. En este

sentido, investiga el detalle de las siguientes aplicaciones:

a.

b
C.
d.
e
f

Proporciones

Porcentajes

Mezclas

Realizacion de trabajo

Movimiento a velocidad uniforme

Problemas que involucran conceptos econémicos

iv.

V.

Vi.

Funcion lineal de costo
Funcion lineal de ingreso
Punto de equilibrio financiero
Funcion lineal de utilidad
Funcion lineal de demanda

Funcion lineal de oferta

Realiza un informe escrito con un esquema conceptual, un planteamiento

matematico y un ejemplo de aplicacién de por lo menos tres de los temas

listados.
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AUTOEVALUACION

. La ecuacion ¢ = E(F — 32) permite la conversion de grados Fahrenheit a

grados centigrados; mediante ecuaciones equivalentes determina la

ecuacion que convierte grados centigrados a grados Fahrenheit:

. Determina las raices de 2x? + 2x — 2 = 0;

. Determina la solucién de la ecuacion 2x — 24/2x — 5 = &:

. Resuelve el sistema de ecuaciones:

ey e 1 >
TE_TX_~=0 (ecuacion 1)

Jx—v x+ 2y
4 &

+ 1 =0 (ecuacion 2)
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RESPUESTAS

. F=§c+32.

1 V3

-1, V3 -1
CX= i 0x = —i

C(xv) = (D,%).
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UNIDAD 6

RAICES DE POLINOMIOS

OBJETIVO
El estudiante desarrollara destrezas y habilidades en la determinacion de raices
de polinomios; la ejercitacion estara destinada a adquirir practica en el manejo y

comprension de la factorizacion, y de las operaciones con polinomios.

TEMARIO

6.1 ECUACIONES POLINOMIALES

6.2 RAICES DE UNA ECUACION POLINOMIAL
6.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA
6.4 TEOREMA DEL RESIDUO Y DEL FACTOR

6.5 OBTENCION DE LAS RAICES DE UN POLINOMIO
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MAPA CONCEPTUAL

L Raices de polinomios J

Ecuaciones polinomiales -

Definicién de polinomio {

Ecuacidn polinomial |

. Enunciados y ejemplos

i '\I
Raices de una ecuacion A

| polinomial

Definicion y métodos

A

\ [ Obtencién de las raices

| de un polinomio
p -

. Detalle de métodos y ejemplos

iTeorema fundamental del dlgebra —/

\—[ Teorema del residuo y del factor ]
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INTRODUCCION

En esta unidad se estudiaran los conceptos y métodos para el calculo de raices
de polinomios.

En unidades anteriores, se estudiaron a los polinomios y sus operaciones
basicas como sumar y multiplicar, ademas de operaciones especificas como la
factorizacion. Particularmente, en la unidad cinco se explico el proceso de
calculo de raices de polinomios lineales y cuadréticos.

En esta unidad se examinara la teoria de polinomios de grado arbitrario
para la determinaciéon de sus raices. La teoria de polinomios se extrapola a
diversas areas del conocimiento, por lo que es conveniente visualizar a la
variable x como un ente genérico.

La teoria de los polinomios tiene aplicacién en la informatica, en la
economia para los célculos de intereses y duracién de las hipotecas, asi como

en la medicina y en gran cantidad de ramas de la ciencia.
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6.1 ECUACIONES POLINOMIALES
Una expresion algebraica del tipo:
P(X) = anX"+an1X" +an X"+, +asxi+raxt+ag

con a; numeros reales para i=0,...,n, a,#0 y n un entero no negativo, se
denomina polinomio de grado n en la variable x. Se trata de una funcién que
tiene por dominio el conjunto de los nimeros reales, y por imagen para cada
namero real x el resultado de la expresion P(x). A cada uno de los monomios
aix para i=0,...,n se le llama término del polinomio; a, se denomina coeficiente
principal.

Con los elementos descritos, se denomina ecuacién polinémica a una
igualdad del tipo:

P(x) =0,

de forma equivalente:

anX™an X" Han X+ +axiaxttag = 0

Se debe recordar que el grado del polinomio es el mayor de los grados
de los monomios que lo forman. En este caso, el polinomio es de grado n,
ademas, todo polinomio de grado n tiene n + 1 coeficientes (pudiendo ser
algunos de éstos el valor 0).

Ejemplos:
Las siguientes son ecuaciones polinomiales:

P(x) = 4x°+ 3x*= 10X* + 11x — 2=0, P(x) = 6x2 + 2x — 1=0, P(x) = 2x*+ 3x=0

Ejemplo:

En estricto apego a la definicion, la siguiente expresion %—4 =0 no es
polinomial, debido a que puede escribirse en la forma (x* —1)(x —1)"* — 4 =0,
en la cual la variable x tiene una potencia -1 que esta fuera de la definicion de

polinomio que exige un entero no negativo. Pero, tal expresion puede

transformarse en polinomial mediante ecuaciones equivalentes:
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G40
(x+ 1)(x— 1) B
Gop 0
(x+1)—4=0
x—3=10

Para los resultados que se manejan mediante el texto, se trabaja con los
coeficientes a; nUmeros reales o complejos (a menos que sea necesario, este
dato ya no se especificara). En casos como el anterior, es imprescindible
precisar el dominio de la funcién polinomial y omitir de éste los valores donde

no esta definida la funcién, en este caso x=1.

6.2 RAICES DE UNA ECUACION POLINOMIAL
El tema central de esta unidad es la determinacion de las raices de un
polinomio, por ello se inicia con la definicion de raiz de un polinomio.
Para un polinomio
P(x)= anX"+an1 X" H+an X"+, rasxP+axt+ag
un nimero , en el dominio del polinomio, es raiz de F(x) si
P(a) =0,
es decir, si se cumple la identidad:

P(a) = an(@)"+an1(a)" +an.2(a) " +. .. +as(a)’+as(a) +ag = 0

Ejemplo:
En la unidad anterior se calcularon los valores x1 = 2 0 xz = —3 del polinomio

x* 4+ x — 6 = 0. Estos valores ¢cumplen la definicién de raiz del polinomio?

Para x1 = 2:

x*+x—6=0
2242-6=0
Para x2 = —3:
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x*+x—6=0
(=3)*+(-3)—6=0

En ambos casos, las expresiones son idénticamente nulas, entonces los
valores propuestos son raices del polinomio.

Se denomina multiplicidad de una raiz al nUmero de veces que aparece
como raiz en la descomposicién del polinomio. Por ejemplo, (x-1)(x-1)=x*-
2x+1=0, implica que x=1 es raiz de multiplicidad 2.

Los métodos para calcular las raices de una ecuacion polinomial usando
los coeficientes del propio polinomio aplican de manera excelente para
ecuaciones de primer y segundo grado, como se hizo en la unidad cinco. ¢ Cudl
es el procedimiento para ecuaciones no lineales ni cuadraticas?

El siguiente teorema garantiza la existencia de las raices, no asi un

método tacito para determinarlas.

6.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Uno de los grandes resultados del &lgebra es justamente su teorema
fundamental, el cual establece que si P(x) es un polinomio de grado mayor que
0, entonces la funcion polinomial P(x) tiene por lo menos una raiz compleja (se
debe recordar que los complejos contienen a los reales). De este teorema se
deriva que en el sistema de nameros complejos, una funcion polinomial de

grado mayor que 0, tiene exactamente n raices.

6.4 TEOREMA DEL RESIDUO Y DEL FACTOR
Para la determinacion de las raices de polinomios es necesario reafirmar los
siguientes resultados.
Si P(x) y Q(x) son dos polinomios en su dominio, tales que el producto de
ellos es el polinomio cero, entonces se cumple que: P(X)=0 o Q(x)=0.
Haciendo una similitud entre los polinomios y el algoritmo de la division
gue se estudié en la unidad dos, junto con los teoremas descritos en esta

unidad, un polinomio se puede descomponer en productos de factores, y cada
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factor divide al polinomio exactamente. Entonces, el problema es determinar
cOmo se construyen esos factores. El siguiente algoritmo de la division para
polinomios propone un escenario:

Si P(x) y G(x) son polinomios en los complejos con G(x) # 0, entonces
existen polinomios uUnicos Q(X) y R(x), llamados cociente y residuo
respectivamente, tales que:

P(x) = G(x) Q(x) + R(x)
con R(x)=0 o el grado de R(x) menor que el grado de G(x).
Si G(x) es un polinomio lineal de la forma (x-a), es decir, G(x)=(x-a), se

obtiene el siguiente resultado, denominado teorema del residuo.

Teorema del residuo
Si un polinomio P(x) se divide entre el binomio (x-a), con a cualesquiera
namero real o complejo, entonces el residuo es P(a), esto significa que el
residuo de la division de un polinomio P(x) por (x—a), es igual al valor numérico
del polinomio cuando x = a.

Finalmente, y como consecuencia del teorema anterior, el teorema del

factor, establece que lo siguiente:

Teorema del factor

Cuando un polinomio P(x) se divide entre un binomio (x—a) y su residuo es cero,
entonces se puede afirmar que a es raiz del polinomio, es decir, el residuo r =
P(a)=0.

Ahora, se debe analizar el siguiente ejemplo:
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P(x) = G(x) Q(x) + R(x)
2x*—x3—=2x?—13x+ 10 = (x = 2) Q(x) + R(x)
2x3+3x2 +4x -5 «— Q(x)
G(x)—=(x—-2) | 2x*-=x3=2x2-13x+ 10 <« P(x)

2x4+ 4x3
+3x3—2x?2
- 3x3+ 6x?
+ 4x% — 13x
- 4x? + 8x
-5x+10
+5x-10
0 < R(x)

Con estos resultados, el residuo r es el valor de P en el punto a, es decir,
r = P(a), si ademas r=0, entonces (x — a) = (X — 2) es un factor. El valor r = 0,
implica que 2 es una raiz de la funcién P(x), y por lo tanto, el punto (2,0) es una

interseccion de la gréafica de P(x) con el eje X del sistema cartesiano.

6.5 OBTENCION DE LAS RAICES DE UN POLINOMIO

Con el trabajo desarrollado en esta unidad y de acuerdo con el tema de la
division sintética de la unidad tres, ademas del ejemplo anterior, se concluye
qgue el procedimiento de la division sintética simplifica el trabajo para divisores
de polinomios con la forma (x — a). Se debe recordar la division sintética
aplicada a los polinomios del ejemplo anterior, el cual ilustra del mismo modo el
siguiente corolario: “Todo polinomio con coeficientes reales o complejos y grado
mayor que cero tiene un factor de la forma (x — a), donde a es un numero

complejo.”
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P(x) = G(x) Q(x) + R(x)
2x4=x3=2x2—13x+ 10 = (x—2) Q(x) + R(x)

A(x) B(x) A(x)
o E“ﬂ 1 13 +10] o |J1_?|‘|+2 13 +10]
Q(x) !+2 | Qlx 2 +3
B(x) A(x) A(x)
o EMQ 1 -2 13 +10] o |J:_?M+z 13 +10]
+4 +6 +4 +6
X2 +3 +4 | T2 3+ |
Alx) A(x)
o |':_?|||+2 13 +10] o |J1_?M+z 13 +10]
+4 +6  +8 +4 +6 +8 -10
Q(XQQ 3 +4 5] Q(Xg! +2 +3 +4 5|[ OLR(x)

Por lo tanto: 2x%—x3-2x2—13x + 10=( x — 2) (2x3+3x2+4x-5)+0(x)

Lo anterior indica que siempre es posible expresar un polinomio como un
producto de polinomios lineales. Esta idea conduce al siguiente teorema:

Si P(x) es un polinomio de grado n (n mayor que cero) con coeficientes
reales o complejos, y a el coeficiente principal de P(x), entonces existen n
nameros complejos ¢, ¢y, ..., C, tales que permiten la siguiente descomposicién
factorial del polinomio:

P(x) = a(x—c1)(x—cC2) ... (Xx—=¢n)

Hasta aqui se han recopilado una serie de resultados que garantizan la
existencia de las raices, pero no existe un procedimiento directo que permita su
obtencion para grados mayores. En general, para la aproximacion de las raices
de un polinomio se utilizan algoritmos del analisis numeérico mediante
computadora. No obstante, algunos resultados particulares para las raices de

un polinomio se mencionan enseguida:
. El nimero 0 es raiz de un polinomio si y solo si el término independiente

del polinomio es cero.

« 1 esraiz de un polinomio si y solo si la suma de los coeficientes es cero.
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1 es raiz de un polinomio si y solo si la suma de los coeficientes de los
términos de grado par es igual a la suma de los coeficientes de los
términos de grado impar.
Si P(x) es un polinomio de grado n>0 con coeficientes reales y posee una
raiz compleja ¢, entonces el conjugado de c también es raiz del
polinomio.
Las raices no nulas de un polinomio con coeficientes enteros son
divisores del coeficiente de menor grado del polinomio.
Si

P(x)=apX™ anaX"t + anoX™2+ L+ apXP + axt + ag
es un polinomio de grado n>0 con coeficientes enteros y el nimero

racional 5 con ¢>0, entonces c es un factor de ap y d es un factor de a.

Ejemplos:

En cada caso, determinar las raices del polinomio propuesto. En bastantes

ocasiones se pueden combinar los métodos de solucidon o aplicar algunos y

otros no, segun se presente el polinomio. Se debe intentar aplicar primero algun

método de factorizacion, y luego en uno de los factores que ya es de grado

menor, se pueden seguir aplicando otros métodos.

a.
x3-x=0
x(x?-1)=0, factorizar x
(x-0)(x*-1)=0, raiz x=0
(x-0)(x*-1)=0, x>-1=(x-1)(x+1) por factorizacién notable
(x-0)(x-1)(x+1)=0, raices x=0, x=1y x=-1
En el ejemplo anterior, también se pudo haber aplicado el hecho de
gue x=1 es raiz, porque la suma de los coeficientes del polinomio es
0.

b.

2x°-32x=0

98



2x(x*-16)=0, factorizar 2x, raiz x=0

2x(x*-16)=0, factorizar (x*-16)=(x*-4)(x*+4)

2x(x%-4)(x*+4), productos notables (x*-4)=(x-2)(x+2), las raices son
X=2, Xx=-2

2X(x-2)(x+2)(x*+4),resolver por férmula general grado dos x*+4=0
2X(x-2)(x+2)(x-2i)(x+2i)=0, raices complejas x=2i, x=-2i

Por lo tanto, las cinco raices del polinomio son: x=0, x=2, x=-2, x=2i,
x=-2i y el polinomio factorizando es:

2X°- 32x = 2% (X-2) (x+2) (x-2i) (x+2i).

X3+6x°+11x+6=0
Aplicando el criterio: las raices no nulas de un polinomio con coeficientes
enteros, son divisores del coeficiente de menor grado del polinomio, se
tiene que los factores de 6 son 1x2x3, por lo tanto, las raices candidato
seran {1, 2, 3,-1,-2,-3}. Por ejemplo, aplicando el método de la division
sintética para estos valores se comprueba que las raices son: -1, -2y -3,

esto es, X>+6x7+11x+6=(x+1)(x+2)(x+3).

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

En la unidad se presentaron diversos métodos para la obtencion de raices de
polinomios de primero y segundo grados. Existen técnicas para la solucion de
ecuaciones polinomiales de grados tres y cuatro. Una buena referencia
bibliografica es: “La matematica: su contenido, método y significado”.’

Para el caso de la ecuacion de tercer grado se tiene el siguiente

bosquejo:

La ecuacion

P(y)=y*+ay’+by+c=0

" A. D. Aleksandrov, A. N. Kolmogorov, M. A. Laurentiev y otros, La matematica: su contenido, método y significado, p.p.
321-326.
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mediante el cambio de variable y = x —g puede expresarse en la forma

X°+ px+q=0

cuyas soluciones estan dadas por la férmula de Cardano:

B z 2 3 B a 2 3
| 2 1}4 27 | 2 w|4 27
\ \

Para el caso de la ecuacién polinomial de tercer y cuarto grado, investiga

los detalles propuestos en sus métodos de solucion mediante un informe escrito

adicionando resolucion de ecuaciones como ejemplo.

100



AUTOEVALUACION

. El valor x=-1 es raiz del polinomio x*+2x+3=0, explica tu respuesta:

. Realiza el producto de los (x-1)(x-2)(x-3)(x-4)=0, y entonces determina

sus raices:

. Determina las raices de 2x*-30x°+20x+48=0:

. Determina las raices de x* + x* = 0:

. Considera el polinomio x%-2x>+x*-x?+2x-1=0, ¢1 es candidato a raiz?,

explica por qué:
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RESPUESTAS

. No es raiz porque al aplicar la evaluacion por division sintética el residuo
es distinto de cero por el teorema del factor.

. X=1, x=2, x=3, x=4.

. X=-1, x=2, x=3, x=-4.

. x=0 (raiz doble), x = i,x = —i

. Si, porque “l es raiz de un polinomio si y sélo si la suma de los

coeficientes es cero”, en este caso: 1-2+1-1+2-1=0.
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UNIDAD 7

DESIGUALDADES

OBJETIVO
El estudiante desarrollar4 destrezas y habilidades en la determinacion de las
soluciones de las inecuaciones lineales y no lineales, asi como en la solucién

de sistemas de inecuaciones, partiendo del concepto de orden en los reales.

TEMARIO

7.1 CONCEPTO DE ORDEN EN R

7.2 DEFINICION DE VALOR ABSOLUTO Y SUS PROPIEDADES

7.3 PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

7.4 SOLUCION DE INECUACIONES

7.5 DESIGUALDADES LINEALES Y NO LINEALES EN DOS VARIABLES

7.6 SISTEMAS DE DESIGUALDADES
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MAPA CONCEPTUAL

Desigualdades W

< . Y

Concepto de orden en R

<> <=3>= |
| Solucion de inecuaciones

| Valor absoluto y sus | )

L propiedades

)

X

| Desigualdades lineales y
no lineales en dos
L variables

| Propiedades de las | J
L desigualdades )

\ [ sistemas de
| desigualdades |

Solucion de dos o mas
desigualdades en forma
|_ simultanea
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INTRODUCCION

Como sucede con las ecuaciones, la teoria de las desigualdades es de gran
utilidad en la solucion de diversos problemas de la vida cotidiana, por lo que las
inecuaciones han alcanzado el mismo nivel de importancia.

En esta unidad se plantean las bases tedricas para la usabilidad de las
desigualdades en su razonamiento y solucion. Primero se conceptualiza al
orden en los reales, asi como al valor absoluto y sus propiedades.

Después se exponen las desigualdades y sus propiedades, asi como la
solucion de desigualdades lineales y no lineales en una y dos variables.

Al final de la unidad se presenta la solucion de sistemas de

desigualdades.
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7.1 CONCEPTO DE ORDEN EN R
En la unidad dos se han considerado las relaciones "menor que (<)" y "mayor

que (>)", de tal forma que para a y b dos numeros cualquiera, a es menor que

O mayor que si existe un niumero positivo, tal que a4+ c= b, y se denota
por: "a <= b” 0 "b == a”, que constituye la relacion de orden en los reales para
a,b,c nUmeros reales.

Ahora se precisa esta definicibn de orden en los reales, como se ha
hecho con las ecuaciones, se consideran expresiones con esta relacion pero
con el uso de variables.

Dados a y b dos nameros reales cualesquiera:

1. “a es menor que b” 0 “b es mayor que a” si y solo si b—a pertenece a los
reales positivos y la relacion se denota por a<b o b>a.

2. “a es menor o igual que b” 0 “b es mayor o igual que a” si y sélo si a<b o
a=b y se denota pora <b.

3. “a es mayor que b” 0 “b es menor que a” si y solo si a-b pertenece a los
reales positivos y se denota por a>b.

4. “a es mayor o igual que b” o “b es menor o igual que a” si y s6lo sia>b o
a=b y se denota por a=b.
Por ejemplo, si a=-3 y b=-1 entonces, b-a=-1-(-3)=-1+3=+2 que es
positivo y por lo tanto, -3<-1.

De manera intuitiva y tomando como referencia la representacion grafica

de los numeros reales que se indico en la unidad dos, todo nimero a que esta a

la derecha de otro b es mayor que éste ultimo.
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Nimerosracionales

'H -\f2 ) \fz H Niimeros irracionales

I Nimeros naturales

Nimeros enteros negativos | Nimeros enteros positivos

Nimeros enteros

Todo numero a la derecha de otro en la recta real es mayor que éste Ultimo.

Entonces todo numero a real tal que a>0 es un numero real positivo, y
todo numero real a es negativo si su inverso aditivo es positivo, en simbolos: —
a>0.

7.2 DEFINICION DE VALOR ABSOLUTO Y SUS PROPIEDADES
El concepto de valor absoluto es de los mas importantes en las desigualdades,
y se refiere a la siguiente definicion:

Se llama valor absoluto de un nimero real a, denotado |a|, al nUmero tal
que:

Si a=0 entonces |a|=a

Si a<0 entonces |a|=-a
Por ejemplo, |0|=0, |7|=7, |-5]=-(-5)=5.

La representacion grafica de los numeros reales permite visualizar el

valor absoluto de un nimero como la distancia del valor de a hacia el cero.

|-4]=4 [9]=9

El valor absoluto de un nimero representa la distancia del nimero al cero.
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El concepto del valor absoluto asociado al de las desigualdades, lleva a
determinar el conjunto solucion de expresiones algebraicas, por ejemplo, del
tipo: |x|<5, como se muestra enseguida:

Si x20 entonces |x|<5 implica x<5, y por otro lado, si x<0 entonces |x|<5
implica -x<5. En este caso, la solucion es la unién de los elementos reales tales
que xs<5 y -x<5. La interpretacion grafica de este conjunto solucidon se presenta

en la siguiente figura:

|x]<5 = {x reales |xs5y-x<5}

Interpretacion grafica de la solucion de |x|<5.

Algunas propiedades de la funcion valor absoluto se describen a

continuacion:

Dados a y b dos numeros reales cualesquiera, se cumplen:

1. |ab|=[allb|
Si b#0, |a/b|=|al/|b|
3. Si k>0, entonces |a|<k si y solo si -ksask
a. Si k>0, entonces |a|2k si y solo si a=k 0 as-k
4. La desigualdad del triangulo: |a+bl|<|a|+|b|
|al-|bl<||al-|b]|<[a-b]

Por ejemplo, la solucion de la desigualdad |x|<5 implica por la propiedad
(3) anterior -5=x<5, como ya se habia resuelto en el ejemplo inmediato anterior.

7.3 PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES
El siguiente teorema (que en lo sucesivo se referirdA como el teorema 7.3)
proporciona las propiedades de las desigualdades para llevar a cabo la solucion

de inecuaciones.
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Considerar las expresiones algebraicas p, q y r en la variable x y la

desigualdad p<qg. Entonces:

La desigualdad p<q es equivalente a p+r < g+r.
Si ademas r>0 para todo valor de x, entonces pr < qr.

Si ademas r<0 para todo valor de x, entonces pr > qr.

A

En las proposiciones 1, 2 y 3 anteriores, si los simbolos “<” y “>” se
intercambian, las proposiciones resultantes también son verdaderas.

5. En las proposiciones 1, 2 y 3 anteriores, si los simbolos “<” y “>” se
intercambian por “<” y “2” respectivamente, las proposiciones resultantes

también son verdaderas.

Con lo anterior y para una mejor ejemplificacion del teorema, se sugiere

pasar a la solucion de inecuaciones.

7.4 SOLUCION DE INECUACIONES
Recapitulando conceptos, se dice que una desigualdad o inecuacion es una

expresion algebraica de la forma p < g (p = q), en la cual p y g son expresiones

algebraicas en la variable x.

Una solucion o el conjunto solucién de la inecuacion se refiere al valor o
valores de la variable x tales que al sustituirlos en la inecuacion se obtiene una
afirmacion. Resolver una inecuacion significa determinar el conjunto solucion.

Como sucede con las ecuaciones, dos desigualdades son equivalentes si
tienen el mismo conjunto solucién, y un método para la soluciéon de las
inecuaciones es mediante el reemplazo de desigualdades equivalentes.

Por ejemplo: Determina el conjunto solucion de la inecuacion: 8x-
6<4x+10.

Mediante la aplicacibn del teorema 7.3 y una secuencia de

desigualdades equivalentes:

8x-3<4x+5, desigualdad original.
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8x-3+3-4x<4x+5+3-4x, por (1) del teorema 7.3
4x<8, simplificando y aplicando las propiedades de los niUmeros reales.
x<8/4, por (2) del teorema 7.3

X<2, el conjunto solucion son todos los numeros reales menores a 2.

Las soluciones de una desigualdad se puede expresar de diversas

formas, incluso ya se han usado:

Como una desigualdad: x<2
Como un conjunto: {x reales | x<2}

Empleando la notacién de intervalo:® (—,2]

A 0D F

Mediante una representacion grafica, como se ha hecho en las figuras
anteriores (se puede decir que es una representacion gréafica del

intervalo).

x<2 ={x reales [x<5}

Por ejemplo: Determina el conjunto solucion de la inecuaciéon: -6 < 12x
-2< 6.
Mediante la aplicacibn del teorema 7.3 y una secuencia de

desigualdades equivalentes:

-6 < 12x —-2< 6, desigualdad original.

—-6+2 < 12x —2+2< 6+2, por (1) del teorema 7.3

-4 < 12x<8, simplificando.

-4/12 < 12x/12< 8/12, por (2) del teorema 7.3

-1/3 < x<2/3, el conjunto solucién son todos los niumeros reales tales que son

mayores o iguales a -1/3 y a la vez menores que 2/3.

8 (a, b) intervalo abierto de extremos a y b, no incluye los extremos.

[a, b] intervalo cerrado de extremos a y b, incluye los extremos.

(a, b] intervalo semiabierto por la izquierda o semicerrado por la derecha, no incluye a y si incluye a b.
[a, b) intervalo semiabierto por la derecha o semicerrado por la izquierda, si incluye a y no incluye a b.
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En relacion con el valor absoluto, es conveniente precisar el siguiente
teorema:

Si k>0 y p una expresion algebraica en la variable x, entonces la
desigualdad |p|<k es equivalente a: -k<p<k. Por otro lado, el conjunto solucién
de |p|>k es la unién de los conjuntos solucién de p>k y p<-k.

Por ejemplo: Determina el conjunto solucién de: |x-3|<1.

Mediante la aplicacion del teorema 7.3 y las propiedades del valor

absoluto, una secuencia de desigualdades equivalentes es:

[x-3|<1, desigualdad original.

-1<x-3<1, por teorema del valor absoluto anterior.

-1+3<x-3+3<1+3, por (1) del teorema 7.3 y simplificando.

2<x<4, el conjunto soluciéon son todos los numeros reales tales que son

mayores a 2 y menores a 4.

7.5 DESIGUALDADES LINEALES Y NO LINEALES EN DOS VARIABLES

Del mismo modo que se ha desarrollado el trabajo con las ecuaciones y las
desigualdades en una variable, se debe hacer lo propio con dos e incluso mas
variables (en este caso se trabajara sélo con dos).

De manera genérica, si p y g son dos desigualdades algebraicas en dos
variables x y y, entonces una solucion al sistema de desigualdades esta
definida como el conjunto de pares ordenados (a, b) que dan una afirmacion
para x=a y y=b. Al identificar en un plano x-y al conjunto solucién se obtiene la
grafica de la desigualdad y viceversa. Las definiciones y afirmaciones del
teorema 7.3 se mantienen para desigualdades en dos o mas variables.

Por ejemplo: Determinar el conjunto solucion y la grafica de la
desigualdad 5x-1>3x-y, que es del tipo lineal porque el exponente de las
variables es la unidad.
5x-1>3x-y, desigualdad original.
5x-1+y-5x+1>3x-y+y-5x+1, por (1) del teorema 7.3 y simplificando.

y>-2x+1, por lo tanto, el conjunto solucion es {(x,y) | y>-2x+1}.
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Para una visualizacion grafica de la solucion {(x,y) | y>-2x+1} se tiene
que este conjunto consta de todos puntos en el plano que estan por encima y a
la derecha de la recta y=-2x+1 (sin incluir a la recta), como se ilustra en la

siguiente gréfica:

2

y > -2x+1

Recta |
y = -2x+])

El &rea sombreada es la solucién de la desigualdad 5x-1>3x-y.

Se aprovecha el mismo ejemplo para ilustrar la solucién de la

desigualdad 5x-1<3x-y, que es: {(X,y) | ys-2x+1}.

El &rea sombreada es la solucién de la desigualdad 5x-1<3x-y.

El siguiente ejemplo ilustra el caso de una desigualdad en dos variables y

no lineal.
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Por ejemplo: Determinar el conjunto solucion y la grafica de la
desigualdad x*+3y*<18+y?-x?, que es del tipo cuadratico en x y y porque el
exponente de las variables es de valor dos.
x?+3y*<18+y*-x?, desigualdad original.

X2+3y? +x2-y?<18+y2-x?+x>-y?, por (1) del teorema 7.3 y simplificando.
2x%+2y? <18, multiplicando por %,
x?+y? <9, por lo tanto, el conjunto solucién es {(x, y) | x*+y* <3% y su gréfica se

muestra en la siguiente figura.

________
- -~
- ~
- ~.

El &rea sombreada es la solucién de la desigualdad x2+3y2<18+y2-x2.

La grafica muestra que se trata del interior de una circunferencia de radio
3 y centro en el origen, sin incluir los puntos de la propia circunferencia (la
frontera del circulo). Si al contrario se toma la desigualdad x*+y*>=3 la solucion
es el conjunto de puntos que se encuentran fuera de la circunferencia citada, y
en este caso si incluyen a la frontera. En la figura anterior es toda el area no

sombreada incluyendo a la circunferencia dada por la ecuacion x*+y*=32

7.6 SISTEMAS DE DESIGUALDADES

Finalmente, ahora se trabajara con sistemas de desigualdades, es decir, se
trabajara simultaneamente con varias desigualdades con dos variables. En este
caso, el conjunto solucion es la interseccion de los conjuntos de soluciones de

todas las desigualdades en el sistema. Todas las propiedades y reglas que se
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han usado para la determinacién de las soluciones de desigualdades aplican al

sistema de desigualdades.

Por ejemplo: Dibuja la gréfica del sistema de desigualdades:

xs2

El &rea sombreada es la solucion al sistema de ecuaciones planteado.

y=0

Por ejemplo: Determinar analiticamente el conjunto solucion del siguiente

sistema de inecuaciones:
v+2x—2=0

El sistema dado es equivalente a:

114



Yy S2x+2

y < -2x+2

El &rea sombreada es la solucién al sistema de ecuaciones planteado.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Demuestra las siguientes dos desigualdades:

1. x*>=0 para todo x real.

= _[xy. Sugerencia, recuerda

. e +
2. Sixyy son reales positivos, entonces: == =

el binomio cuadrado para la expresion: [«,E—,ﬁ)z y apoOyate en el

apartado del primer ejercicio x>>=0.

Finalmente, realiza una investigacion y elabora un informe de una
cuartilla acerca de la generalizacion de la desigualdad triangular y sus
aplicaciones, esto en los numeros reales y los nimeros complejos:

[X1+ X2 + ..o+ Xp| S Xq| + X2 |+ ...+ [Xn]
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AUTOEVALUACION

1. Determina el conjunto solucion de las siguientes desigualdades (no es un
sistema de desigualdades):
[x-9|<1
[x3-1|<2

2. Determina el conjunto solucion de:
y-2x-4>0 y de y-2x-4<=0 (no es un sistema de desigualdades). Ademas,

grafica las soluciones.

3. A partir de la siguiente grafica:

Determina un posible sistema de desigualdades que tenga por solucion
el area contenida entre la recta de ecuacién y=2x+10 y la parabola y=x?,

incluyendo las fronteras (la recta y la parabola).
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RESPUESTAS

1. 8<x<10,

_ "E<X<\."'§

2. y>+2x+4, su gréfica es el conjunto de puntos sobre la recta sin incluir a
esta.

nNE @ @

Para su complemento, la solucién es y<=+2x+4 y la grafica es el conjunto
de puntos por debajo de la recta incluyéndola.

0

MNE D @

3. La recta es y<=2x+10 y la pardbola y>=x? como desigualdades
simultaneas.
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GLOSARIO

Base: Numero o expresidn algebraica que se eleva a una potencia, por ejemplo,

x" x es la base y n es la potencia.
Binomio: Expresion algebraica con dos términos, por ejemplo, x+y.

Cociente: Resultado de dividir una cantidad o expresion algebraica por otra, y

expresa cuantas veces esta contenido el divisor en el dividendo.

Coeficiente: Es el numero que multiplica a una variable, por ejemplo, en la

expresion algebraica 10x?, 10 es el coeficiente.

Cuadrado perfecto: Polinomio que es igual al cuadrado de otro polinomio, por

ejemplo en x*+2xy+y?= (x+y)?, X*+2xy+y? es un trinomio cuadrado perfecto.

Descomposicion factorial o factorizacion: Es la expresion numérica o algebraica
representada como el producto de sus factores, por ejemplo, en x?+1 = (x+1)(x-

1), estos Ultimos factores constituyen la descomposicién factorial de x*+1.

Diagrama de Venn: Visualizacion grafica utilizada para mostrar las relaciones

entre los elementos de los conjuntos.
Diferencia de cuadrados: Expresion algebraica de la forma: x2-y?.

Dividendo: En un cociente, es la cantidad o expresién algebraica que debe

dividirse por otra llamada divisor.

Divisor: En un cociente, es la cantidad o expresion algebraica por la cual debe

dividirse otra llamada dividendo.
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Desigualdad: Afirmacién de que un valor o expresion algebraica es menor o

mayor que otra, por ejemplo,y + 5< 3y 4 + 3 < 15 son desigualdades.

Ecuacion: Afirmacion de que una expresion algebraica es igual a otra expresion

algebraica.

Evaluar una expresion: Se refiere a determinar el valor numérico de una

expresion algebraica.
Expresion algebraica: Es una combinacion cualquiera de constantes, variables y
signos interrelacionados mediante una cantidad finita de operaciones del tipo:

adicién, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion.

Factor: Es cada una de las cantidades o expresiones algebraicas que se

multiplican para formar un producto.

Fraccion equivalente: Cociente que representan al mismo valor numeérico o en

expresion algebraica.

Fraccion impropia: Cociente en el cual el numerador es mayor que el

denominador.

Fraccion inversa: Cociente o fraccion que al multiplicarse por la fraccion original

da por resultado la unidad.

Fraccion irreducible: Cociente o expresion algebraica que ya no puede ser
simplificada.

Funcion: Relacién que asocia un valor de la variable independiente con un

anico valor de la variable dependiente, por ejemplo, y=mx+b.
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Funcion cuadréatica: Funcion en la que la variable independiente tiene

exponente dos (también se dice cuadrético), por ejemplo, y=x>.

Funcion racional: Es una funcidn que se expresa como el cociente de dos

expresiones polinomiales.

Grado de un monomio: Es la suma aritmética de los exponentes de las

variables que integran el monomio, por ejemplo, x%y®z® tiene por grado 10

(=2+3+5).

Identidad algebraica: Igualdad en expresiones algebraicas que se mantiene

invariante independientemente de los valores que se asignen a las variables.
Monomio: Expresion algebraica con un término, por ejemplo, -7x°.

Numeros enteros: Conjunto formado por los nimeros: {. . ., -3,-2, -1, 0, 1, 2,
3,....}

Numeros imaginarios: Numeros de la forma a+bi con a y b nUmeros reales e i la

unidad imaginaria con la propiedad de que i°=-1.

Numeros irracionales: Conjunto de numeros que no es posible representar

CcOmo un cociente de numeros enteros.
Numeros naturales: Conjunto formado por los niumeros: {1, 2, 3, ... .}

Numeros primos: Conjunto de numeros que tienen soélo dos divisores: la unidad

y el mismo namero.

NuUmeros racionales: Conjunto de numeros gque se pueden representar como el

cociente de dos numeros enteros.
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NuUmeros reales: La unidn de los conjuntos de los numeros naturales, enteros,

racionales e irracionales.

Polinomio: Expresion algebraica con gran cantidad de términos (dos o mas

términos), por ejemplo, -7x3+x2-x+y.

Polinomio de grado n: Es una expresién algebraica del tipo

P(X) = anX™+an.1 X" Hanox" 2+, rasxiraxt+ag

con a numeros reales para i=0,...,n, a,#0 y n un entero no negativo.
Raices: Son las soluciones de una ecuacion.

Resolver una ecuacion: Determinar las soluciones que hacen cierta la ecuacion.

Sistema de ecuaciones: Es un conjunto integrado de dos 0 mas ecuaciones con

las mismas variables.

Trinomio: Expresién algebraica con tres términos, por ejemplo, x*+2xy+y?.

Variable dependiente: En una funcién, es el conjunto de valores que se

obtienen al sustituir algun valor en la variable independiente.

Variable independiente: En una funcion, es el conjunto de valores que se

pueden sustituir en la funcién.
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